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Resumo
Ao longo deste trabalho tivemos três objetivos:
(i) primeiramente determinamos as equações de Burnett em segunda ordem para um gás único 
relativístico com base na teoria cinética e no método dos momentos de Grad. Fizemos uma 
análise detalhada para todos os coeficientes da pressão dinâmica, fluxo de calor e do deviante 
do tensor pressão, expandindo estes coeficientes para os casos de temperaturas altas e baixas 
respectivamente. A seguir verificamos que os resultados obtidos para todos os coeficientes, no 
limite não-relativístico, concordam com os resultados obtidos por Wang Chang e Uhlenbeck;
(ii) em seguida determinamos novamente as equações de Burnett relativísticas empregando 
agora o modelo cinético de Anderson e Witting e comparamos os resultados obtidos para os 
coeficientes de transporte com o método dos momentos de Grad. O modelo cinético de Anderson 
e Witting é uma boa aproximação para os resultados encontrados pelo método de Grad no caso 
ultra-relati vístico ;
(iii) e finalmente, como uma aplicação dos resultados encontrados, fizemos uma análise para 
a propagação de ondas sonoras para os casos de cinco campos e quatorze campos. A seguir 
fizemos uma análise gráfica para a velocidade de fase e para a absorção das ondas sonoras 
analisando os limites não-relativístico e ultra-relativístico.
Abstract
In the course of this work we have three objectives:
(i) firstly we obtained the relativistic second order Burnett equations for a single-component 
gas on the basis of kinetic theory and Grad’s moment method. We did a detailed analysis of 
the coefficients of dynamic pressure, heat flux and pressure deviator, making their expansions 
for the non-relativistic and ultra-relativistic cases. Then we verified that our results agree with 
Wang Chang and Uhlenbeck’s results, on the non-relativistic limit;
(ii) next, we obtained the relativistic second order Burnett equations for a single-component 
gas on the basis of the kinetic model of Anderson and Witting and we compared the transport 
coefficients with results obtained by the Grad’s moment method. The kinetic model of Anderson 
and Witting is a good approximation for the Grad’s moment method in the ultra-relativistic 
limit.
(iii) finally, as an application of our results, we analysed the propagation of sound in the case of 
five and fourteen fields. Plots of the phase velocity and absorption of sound are given together 
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Introdução
A teoria cinética dos gases deve a sua origem aos trabalhos pioneiros de Daniel Bernoulli, 
Clausius, Maxwell e Boltzmann, e hoje é conhecida como a teoria cinética clássica. Com o es­
tabelecimento da teoria da relatividade de Einstein (1905), um passo seguinte foi, portanto, 
construir uma versão relativística para a teoria cinética. Assim, por volta de 1911, Jüttner 
determinou uma expressão relativística para a função de distribuição em equilíbrio [1]. Esse 
mesmo autor, no ano de 1928, também determinou a forma relativística da função de dis­
tribuição em equilíbrio válida para sistemas de bosons e fermions [2]. A formulação da equação 
de Boltzmann, sem considerar o termo de colisão, apareceu em um trabalho publicado no ano de 
1940 por Lichnerowicz e Marrot [3]. Mas uma generalização relativística da equação de Boltz­
mann completa, isto é, inserindo o efeito das colisões, somente se concretizaria no ano de 1946 
pelo próprio Marrot [5]. Em 1961, Tauber e Weinberg [6] estabeleceram uma teoria cinética 
coerente, baseada na equação de Boltzmann, onde eles discutem entre outras coisas, o teorema 
H e o equilíbrio térmico em urmçampo gravitacional. Portanto, já  era possível aplicar a equação 
de Boltzmann a problemas fora do equilíbrio, como na teoria dos plasmas, na astrofísica e na 
cosmologia; em particular podemos citar as contribuições de Weinberg [7].
Para resolver a equação de Boltzmann relativística fora do equilíbrio, foram desenvolvidos 
métodos de aproximação, assim como foi feito para o caso não-relativístico. E o método empre­
gado por nós, ao longo desta tese, é a versão relativística do método dos momentos de Grad, 
desenvolvida por Israel [8], Kelly [9] e Chernikov [10] que, apesar de ser um método exaustivo, 
fornece-nos resultados concretos para os coeficientes de transporte.
Portanto, iniciamos o nosso trabalho, expondo, no capítulo 1, os conceitos fundamentais da 
teoria cinética relativística, que nos fornecem a base para o desenvolvimento de nosso trabalho. 
Para a elaboração deste primeiro capítulo, utilizamos, como referências básicas, os trabalhos de 
de Groot, van Leeuwen e van Weert [11], Stewart [12] e Kremer [13], onde fazemos, inicialmente, 
uma análise da dinâmica de uma colisão binária a qual nos proporcionará obter os elementos 
necessários para a dedução da equação de Boltzmann. A seguir, determinamos a equação 
de transporte e introduzimos a quadrivelocidade. Concluímos este primeiro capítulo com a 
obtenção da função de distribuição de Maxwell-Jüttner.
No segundo capítulo, deduzimos a função de distribuição fora do equilíbrio ou função de 
Grad. Obtemos, a seguir, as expressões para o terceiro momento e para o termo de 
produção PííU. Utilizamos, em seguida, uma variação do método da iteração maxwelliana 
[15], cuja primeira iteração nos fornece as equações de Navier-Stokes e Fourier e a segunda
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as equações de Burnett relativísticas. A partir destas equações procedemos a uma análise 
detalhada de todos os coeficientes, fazendo as expansões para o caso de temperaturas baixas 
(caso não-relativístico) e para o caso de temperaturas mais elevadas (caso ultra-relativístico).
Para resolvermos as integrais, necessárias para a obtenção de todos os coeficientes que 
possuem contribuições devido ao termo de colisão da equação de Boltzmann, devemos conhecer 
a seção de choque <r, a qual é uma função da velocidade relativa e do ângulo de espalhamento. 
Essa seção de choque foi escolhida de modo a ser independente da energia e do ângulo de 
espalhamento. Evidências experimentais mostram que as seções de choque para o espalhamento 
de hádrons pesados são mais ou menos constantes para a escala de energia que são de interesse 
na teoria cinética relativística. Por exemplo, a seção de choque total para o espalhamento entre 
núcleon-núcleon é aproximadamente constante quando se consideram energias da ordem de 2 
GeV. E esta é uma energia típica da era hadrônica, isto é, o intervalo de tempo que durou até 
uns 10_4s após o Big-Bang, quando o universo era dominado pela matéria contendo muitos 
hádrons em equilíbrio com o campo de radiação. A temperatura típica dessa fase era da ordem 
de 1012A. Desta forma, utilizaremos em nossos cálculos o como uma constante. Observa-se 
ainda que, em uma teoria não relativística, uma seção de choque constante está associada ao 
modelo de esfera rígida. Por essa razão, o modelo relativístico que empregamos neste trabalho 
é algumas vezes referido como o modelo de esfera rígida.
Finalmente, para concluir o capítulo 2, mostramos que o limite não-relativístico das 
equações de Burnett relativísticas encontradas por nós para a pressão dinâmica, o fluxo de 
calor e o deviante do tensor pressão, correspondem perfeitamente às expressões dadas por 
Wang Chang e Uhlenbeck [22],
No capítulo 3, novamente, determinamos as equações de Burnett para um gás relativístico, 
empregando, agora, o modelo cinético devido a Anderson e Witting [24], pois esse modelo 
simplifica significativamente o termo de colisão da equação de Boltzmann. Esse modelo também 
é conhecido por modelo de tempo de relaxação, que é uma variação para o caso relativístico 
do modelo BGK (Bhatnagar, Gross e Krook) [25], desenvolvido por Marle em 1965 [27]. A 
seguir, comparamos os resultados obtidos para os coeficientes de transporte obtidos através 
desse modelo aos resultados encontrados no capítulo 2, onde foi empregado o método de Grad. 
Verificamos, assim, que os resultados encontrados por esse modelo são boas aproximações dos 
mesmos resultados encontrados por nós, para o caso ultra-relativístico, utilizando o método de 
Grad.
No quarto e último capítulo, fazemos uma análise da propagação das ondas sonoras empre­
gando cinco campos (densidade do número de partículas, temperatura e quadrivelocidade) e 
quatorze campos (densidade do número de partículas, temperatura, quadrivelocidade, pressão 
dinâmica, fluxo de calor e deviante do tensor pressão). Para o caso de cinco campos uti­
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lizamos, inicialmente, as equações de Navier-Stokes e Fourier e a seguir as equações de Burnett 
linearizadas. Verificamos que as soluções encontradas diferem ligeiramente uma da outra, isto 
é, as equações de Burnett correspondem a uma pequena correção dos resultados encontrados 
quando empregamos as equações de Navier-Stokes e Fourier. Analisamos, em particular, os 
limites não-relativístico e ultra-relativístico para a velocidade de fase e para a absorção destas 
ondas. Para o caso de quatorze campos, verificamos que os limites não-relativístico e ultra- 
relativístico concordam perfeitamente com os resultados encontrados por Boillat [37] e por 
Seccia e Strumia [38], que foram obtidos através das teorias fenomenológicas.
Para concluir essa introdução, vamos enumerar os objetivos principais que nortearão este 
nosso trabalho:
• Determinar as equações de Burnett relativísticas segundo a teoria cinética e utilizando o 
método de Grad;
• Determinar as expressões algébricas para todos os coeficientes de transporte presentes nas 
equações de Burnett relativísticas;
• Encontrar as expressões algébricas para os limites não-relativístico e ultra-relativístico de 
todos os coeficientes encontrados;
• Mostrar que as equações de Burnett relativísticas, no limite não-relativístico, recaem nas 
equações de Burnett, assim como dadas por Wang Chang e Uhlenbeck;
• Determinar as equações de Burnett relativísticas segundo o modelo de Anderson e Witting;
• Encontrar as expressões algébricas para todos os coeficientes presentes nas equações de 
Burnett relativísticas segundo o modelo de Anderson e Witting;
• Comparar, numericamente, os coeficientes de transporte encontrados através da resolução 
da equação de Boltzmann exata e aqueles obtidos através do modelo de Anderson e Witting;
• Estudar a propagação de ondas sonoras empregando cinco campos, inicialmente utilizando 
as equações de Navier-Stokes e Fourier e depois as equações de Burnett linearizadas determi­
nando os limites não-relativístico e ultra-relativístico para essas soluções ;
• Estudar a propagação de ondas sonoras empregando quatorze campos e analisar os limites 
não-relativístico e ultra-relativístico para esse caso.
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Capítulo 1
Conceitos Fundamentais da Teoria Cinética 
Relativística
1.1 Introdução
Este capítulo tem por objetivo apresentar uma exposição resumida dos conceitos fundamen­
tais da teoria cinética de gases relativísticos. Para desenvolvê-lo, baseamo-nos nas referências 
[11] e [13].
Iniciamos com uma análise da dinâmica de uma colisão binária a qual nos fornecerá os 
elementos necessários para a obtenção da equação de Boltzmann relativística. Após obtermos 
essa equação, analisamos o caso de gases relativísticos na ausência de forças externas e determi­
namos a equação de transporte. A seguir, fazemos uma descrição macroscópica do gás através 
dos momentos da função de distribuição e introduzimos uma quadrivelocidade hidrodinâmica 
e um projetor, assim como algumas de suas propriedades. Este projetor nos proporcionará 
decompor o quadrifluxo de partículas e o tensor energia momento, que definem os campos: 
densidade do número de partículas, deviante do tensor pressão, pressão hidrostática, pressão 
dinâmica, fluxo de calor e energia interna por partícula. Obtemos, desta forma, a equação de 
balanço da densidade do número de partículas, da energia e do momento linear. E para finalizar 
este capítulo, que aborda os conceitos fundamentais da teoria cinética necessária para o desen­
volvimento desta tese, determinamos a expressão para a função de distribuição no equilíbrio, 
conhecida na literatura como a função de Maxwell-Jüttner [1].
1.2 Dinâmica de uma Colisão Binária
Vamos fazer, nesta primeira seção, a análise do problema da colisão entre dois feixes de 
partículas de um gás relativístico, que nos permitirá, a seguir, obter a equação de Boltzmann 
relativística. A forma desta equação está baseada em quatro hipóteses. A primeira delas 
estabelece que somente colisões binárias devem ser levadas em conta. A outra nos diz que a
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função de distribuição pode ser considerada invariável ao longo de distâncias comparáveis ao 
tamanho das partículas, porém não ao longo de distâncias comparáveis ao livre caminho médio. 
Uma terceira estabelece que as forças externas sobre as partículas ao longo de uma colisão são 
muito pequenas em comparação com as forças de interação entre estas partículas, enquanto a 
última diz que os momentos de duas partículas não estão correlacionados para qualquer posição 
e instante. Esta última hipótese é conhecida como a hipótese do caos molecular, ou seja, é uma 
suposição estatística a respeito do número de colisões binárias.
Na teoria cinética as quantidades macroscópicas são todas definidas com a ajuda de uma 
função de distribuição escalar, que depende das coordenadas espaço-temporais xM =  (ct, x) e 
do quadrivetor energia-momento p^ =  onde a parte temporal está relacionada com a
energia de uma partícula, isto é, cp° — cy\p\2 +  m2c2, sendo m  a sua massa de repouso e c 
a velocidade da luz no vácuo. Se pf  e p% são os quadrivetores energia-momento para duas 
partículas que colidem, então, pela lei de conservação da energia-momento linear, temos:
P^+Pi =P,fl+ P i,  (1.1)
onde as quantidades com plicas denotam os valores do quadrivetor quantidade de movimento 
das respectivas partículas após a colisão.
Para duas partículas quaisquer que se movem com velocidades v e v[ é conveniente uti­
lizarmos a velocidade relativa entre elas. A dedução da relação entre estas velocidades encontra- 
se na seção (A.l) do apêndice A e o resultado encontrado é:
Vrel =  (! _ W )  / 1 ~ vi)2 ~  x ^i)2- (L2)
Uma análise mais acurada desta expressão nos mostra que, para valores das velocidades 
muito menores que a da luz, chega-se à definição clássica de velocidade relativa, isto é, que 
a velocidade relativa entre duas partículas quaisquer é dada pelo módulo da diferença entre 
elas, que é um resultado bem conhecido da mecânica clássica. Outro resultado que pode ser 
constatado dessa expressão é o fato dela ser simétrica em relação a v e vi. Assim, se tomarmos 
o seu módulo, podemos utilizar qualquer uma das partículas para defini-la.
Sabemos através da teoria cinética que todos os processos de colisão são caracterizados por 
suas seções de choque, as quais determinam o número de choques ou colisões que ocorrem entre 
partículas ou feixes de partículas. Consideremos, portanto, dois destes feixes e representemos 
por n' e n\ as densidades de partículas nestes feixes (isto é, o número de partículas na unidade 
de volume), e por v e új as suas respectivas velocidades. Empregando a definição ordinária 
de seção transversal de choque, que representaremos por o*, podemos determinar o número 
de colisões que ocorrem no volume dV, no intervalo de tempo dt, no referencial em que as 
partículas n' estão em repouso. Este número é
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dN  =  a*vTein'n[dVdt, (1.3)
onde vrei é o módulo da velocidade relativa entre os dois feixes de partículas, dada pela equação 
(1.2). O resultado expresso por (1.3) tem a seguinte interpretação: a* é uma área perpendicular 
à direção do movimento das partículas de densidade n\ , as quais percorrem uma distância 
dL =  Vreidt, no intervalo de tempo dt, conforme mostra a figura (1.1).
Figura 1.1: Elemento de volume descrito por um feixe de partículas.
Desta maneira, as n[ partículas por unidade de volume descrevem um cilindro de volume 
dV =  a*vreidt. Conseqüentemente, o número de colisões dN, entre esse feixe e outro, cuja 
densidade por unidade de volume é n', será n'dV.
O número de colisões por unidade de volume e de tempo dN  é, por essência, uma grandeza 
invariante de Lorentz. Nosso objetivo é expressá-la em forma adequada, de modo a torná-la 
válida para qualquer referencial, para tanto escrevemos:
dN  =  E *n'n[dVdt, (1.4)
onde E* é uma grandeza a ser determinada. No sistema de repouso de um dos feixes de 
partículas E* é igual a a*vrei• Desta maneira, vamos sempre considerar a* como uma seção 
de choque relativa ao sistema de repouso de um dos feixes de partículas, isto é, por definição, 
como uma grandeza invariante.
Na expressão (1.4) o produto dV dt é uma grandeza invariante [13]. Desta forma, o produto 
E*n'n'l deve ser também um invariante.
A lei de transformação da densidade do número de partículas n' pode ser encontrada 
observando-se que o número de partículas num elemento de volume dV', isto é n'dV', é um 
invariante escalar, logo n'dV' =  ndV, onde n é a densidade do número de partículas num 
referencial em repouso e dV é o elemento de volume próprio. A relação entre os dois volumes 
é dada por:
dV' = d V i f -  (1.5)
6
Desta forma, encontramos para a lei de transformação para as densidades do número de 
partículas a seguinte expressão:
. n p°
n =  - 7 -  2 = — n, (1.6)
y / l ~ $  m c
onde utilizamos a definição para p° dada por (A.2) do apêndice A.
Portanto, a afirmação acerca da invariância de EW ní é equivalente à invariância da ex­
pressão T,*p°pi. É mais conveniente representar esta condição na forma:
TpTp TpTp
= D*-õ~õ— -—~  =  invariante, (1.7)
PiPn P°Pi - P - P i
onde no denominador aparece uma grandeza também invariante - o produto dos quadrimomen- 
tos de ambas as partículas.
Deste modo, em qualquer referencial temos:
£ ’ =  a ' v j ^ .  (1 .8)PlP"
Substituindo-se este resultado na equação (1.4), obtemos
fJL
dN  =  a*vrel^ d V d t ,  (1.9)
PiP°
que nesta forma não perde o caráter de invariante escalar.
Considerando-se a equação (A.5) do apêndice A, isto é,
PiP*
P°PÍ
e utilizando-se o resultado (1.2) para a velocidade relativa, obtemos finalmente a expressão para 
o número de colisões para os dois feixes de partículas
dN  =  a*^j(v — vi)2 — ^ (v  x v{)2 n'n[dVdt =  a*gn'n[dVdt, (1-11)
onde g é conhecido na literatura como o módulo da velocidade relativa de Mpller [17].
1.3 A Equação de Boltzmann Relativística
Consideremos agora um espaço hexa-dimensional p, caracterizado por três coordenadas de 
posição x e três coordenadas de quantidade de movimento p, chamado de espaço de fase. O 
estado do gás neste espaço é caracterizado pela função de distribuição f (x ,p , t ) ,  tal que:
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/ t) dzxdzp =  f (x ,p , t )d x 1dx2dxzdp1dp2dpz, (1-12)
fornece-nos o número de partículas no elemento de volume dzx  em torno do ponto x e com 
quantidade de movimento no intervalo entre p% e p% +  dpl (i = 1 , 2, 3). O número de partículas 
no elemento de volume dzxdzp é um invariante escalar.
Denotando o elemento de volume no espaço de fase no instante de tempo í, através de 
dp(t) =  dzxdzp , então o número de partículas que está neste elemento de volume no instante 
de tempo í será dado por:
N(t) =  f(x,p,t)dp{t). (1.13)
Para um instante de tempo posterior t + A t  teremos:
N (t  +  Aí) =  f ( x  + Ax ,p  + Ap ,t  +  Aí) dp(t +  Aí). (1-14)
Assim, as colisões entre as partículas fornecem uma mudança no número de partículas dada
por:
A N  =  f ( x  4- Ax ,p  + Ap ,t + At)dp(t 4- Aí) -  f(x ,p ,t)dp(t) ,  (1-15)
onde A£ = vAt é a mudança na posição, sendo v =  cp/p° a velocidade de uma partícula rela-
tivística com quantidade de movimento p e Ap =  T A t  corresponde à mudança na quantidade 
de movimento, sendo T (x ,p , t ) a força externa exercida sobre as partículas. A relação entre 
dp(t +  Aí) e dp(t) é dada por intermédio de
d/i(í +  Aí) =  |J|d/i(t), (1.16)
onde J  é o Jacobiano da transformação e que é dado por:
J  =
d[xl {t +  Aí), x2(t  + Aí), ...,p3(í +  Aí)] _
d ps ( t + A t )  dp 3( t + A t )
^[^a(í), ^2(í),-*-,p3(í)]
a
d x 1 (t) d x 2{t)
Considerando somente termos lineares em At, segue da (1.17) que
d x 1( t + A t )  d x 1{ t + A t )  
d x l {t) Õx2(t)
d x 2( t + A t )  d x 2( t + A t )  
d x l {t) d x 2(t)
J  =  l  +  ^ A í  +  0[(A í)2].
d x 1( t + A t )  
dp 3( t ) 
di2(t+At) 
dp 3 (t)




A seguir fazemos a expansão em séries de Taylor da função f  (x +  Ax ,p  + Ap, t +  Aí) em 
torno do ponto (x, p, t) a qual resulta em
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/ ( £  +  Ax ,p  + Ap ,t  + A í)«  f ( x ,p , t ) +  ^ A t  +  J^Az* +  J^Ap* +  0[(A í)2], (1.19)
onde foram novamente considerados somente termos lineares em Aí. Assim, com a ajuda dos 
resultados acima, podemos obter a taxa de variação temporal do número de partículas, a saber:
A N
~Ãt
? l + v ,? L  , 3 / ^ 1
. dt dxl dpl
dp(t). (1.20)
Vale ressaltar que A N  é um invariante escalar, o que não ocorre com o intervalo de tempo 
Aí. Assim devemos considerar o intervalo de tempo próprio A r =  1 -  v2/c2A t  =  A í/7 , pois
ele é 0 mesmo para todos os observadores que estão em sistemas inerciais. Portanto, para que 
a expressão (1 .20) seja um invariante escalar ela deve ser escrita da seguinte forma:
7-
A N  A N
= 7
d f  t d f  d { f p )
. dt dx{ dpiA t  A r






d f  . dfK»
771- d3xd3p.
(1 .2 1 )
(1.22)
dx*1 dp*1
onde /Ĉ  é a força de Minkowski. Na seção (A.2) do apêndice A, fazemos a dedução completa 
desta equação e ainda provamos que o lado direito da (1 .21) é um invariante escalar.
A taxa de variação temporal do número de partículas apresenta duas contribuições, ou seja,
A N
A t





onde (A N /A t)+ está relacionado ao número de partículas espalhadas que entram no elemento 
de volume d3xd3p e (A N /A t)~  ao número de partículas que deixam este mesmo volume.
Para a determinação da taxa de variação temporal do número de partículas, devemos 
considerar as seguintes hipóteses:
• para um gás relativístico rarefeito somente as interações entre os pares de partículas são 
levadas em conta;
• o efeito das forças externas pode ser desprezado durante a colisão;
• as velocidades de duas partículas, em qualquer posição e tempo, não estão correlacionadas 
(hipótese do caos molecular);
• a função de distribuição pode ser considerada constante ao longo de distâncias com­
paráveis ao tamanho das partículas, porém não ao longo de distâncias comparáveis ao 
livre caminho médio.
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Vamos, inicialmente, proceder ao cálculo de (A N / A t)~ . Para tanto, consideremos o pro­
cesso de colisão entre um feixe de partículas com velocidade v[ =  cp[/pÇ com outro feixe de 
partículas com velocidade v =  cp/p°. O número de partículas espalhadas que deixam o ele­
mento de volume d3xd3p, do espaço de fase p, através de um elemento de ângulo sólido dQ, 
pode ser obtido através da equação (1 .11):
A N  = ^g r ín ^d V A t  (1-24)
ao identificarmos dV  =  d3x, a* =  adQ, (onde a é a seção transversal diferencial de choque), 
dn' =  f(x ,p ,t)d3p e dn[ =  f(x ,p{ ,t)d3pi. O número total de partículas espalhadas é obtido 
através da integração sobre todos os momentos d3pi e sobre todo ângulo sólido dCl:
(AN)~ = \  f  í  f ( x ,p , t ) f ( x ,p i , t )  g o dQ d3pi d3x d3p At. (1.25)Z JQ Jpi
Portanto, temos que a taxa de variação temporal do número de partículas que deixam o 
volume d3x d3p é dada por:
( ^ j )  ~ \ U ,  9 o dÜ d3pi d3x d3p. (1.26)
Nas expressões acima inserimos o fator 1/2 e podemos justificar tal procedimento da seguinte 
maneira: desde o início estamos considerando as partículas como sendo idênticas e para que 
não contemos duas vezes uma mesma partícula, deve ser necessária a introdução deste fator 
numérico.
Consideremos agora o cálculo de (A N /A t)+. Neste caso devemos repetir o raciocínio acima, 
porém agora consideraremos uma colisão de restituição, onde um feixe de partículas com ve­
locidade v /  =  cpí/Pi colide com outro feixe de partículas com velocidade vt =  cp'/p'°. Assim 
o número de partículas espalhadas, que deixam o elemento de volume d3x'd3p' e entram no 
elemento de volume d3xd3p do espaço de fase p, é dado por:
(AJV)+ =  l  í  í  f ( x ,p ' , t )  f ( x ,p [ , t ) g' a' dÜ' d3p[ d3x' dzp' At'. (1.27)
2 JQ Jp[
Para o caso de partículas relativísticas g não é um invariante de Lorentz, logo, vai depender do 
referencial. Assim, g ^  g', resultado este que difere do caso não-relativístico, onde os módulos 
das velocidades relativas assintóticas pré e pós-colisionais são iguais. Para obtermos uma relação 
entre os volumes pré e pós-colisionais, vamos utilizar o teorema de Liouville, o qual nos assegura 
que, se seguirmos o movimento de um volume ocupado por um conjunto de pontos, este volume 
permanece inalterado com o passar do tempo, embora mude continuamente de forma. No caso 
em estudo escrevemos:
1 0
g A t  a díl d3pi d3x d3p =  g' At' a' dQ! d3p[ d3x' d3p', (1.28)
onde (g A t a dü d3pi) representa o volume ocupado no espaço de fase p  pelas partículas com 
velocidade Vi = cpi/p° e d3xd3p o volume ocupado pelas partículas com velocidade v =  cp/p°. 
E, além disso, g A t  é a altura e a díl a área da base do cilindro de colisão . Como d3x A t = 
d3x' At', obtemos de (1.28):
J^g a dQ. d3px d3p =  J  g' a' dü' d3p[ d3p'. (1.29)
Substituindo este resultado na expressão para (A N )+ (1.27) e dividindo o resultado por At, 
obtemos a seguinte expressão :
/ A N \  + 1 r c
(̂ — J = 2 MJ? f & P ’’ $  f & P i ’*) 9 & dü d3pi d3x d3p, (1.30)
que nos dá a taxa de variação temporal do número de partículas que entram no elemento de 
volume d3xd3p.
Substituindo as expressões obtidas para (AN/At)~  dada por (1.26) e (A N /A t)+ dada por
(1.30) na expressão (1.23) e ainda considerando a (1 .22), obtemos, finalmente, para a taxa de 
variação temporal do número de partículas, o seguinte resultado:
pO
■ d f  d ( fW )  1 j3 j3 ( A N \+  f A N \ ~P -----1- m ——— - d xd p = ( —— ) — ( ——-)dx^ dp*1 J \  A t J \  A t J
d3x d3p, (1-31)= [ \ f  ( f i f  ~  h f )  9 v d Q  d3Pl
nesse caso empregamos a seguinte notação f[= f(x ,p [ ,t) ,  f '= f{ x ,p ' , t ) ,  f i= f(x ,p [ ,t)  e
f = f ( x , P , t ) .
De acordo com a quarta hipótese, a qual estabelece que a função de distribuição pode ser 
considerada constante ao longo de distâncias comparáveis ao tamanho das partículas, mas não 
ao longo de distâncias comparáveis ao livre caminho médio, as funções de distribuição são 
calculadas no mesmo ponto x.
Se denotarmos por F o fluxo invariante
f  =  p M s = ?«p;  / ^
c c V c
podemos escrever a equação (1.31) da seguinte forma:
=  (133)
1 1
Essa é a equação de Boltzmann completa na forma relativística, ou seja, é uma equação do tipo 
íntegro-diferencial, cuja forma foi originalmente proposta por Lichnerowicz e Marrot em 1940 
[3]. Analogamente ao caso não-relativístico, em geral, referimo-nos ao primeiro membro dessa 
equação como o termo de corrente (streaming terrn), e ao lado direito como o termo de colisão 
(collision term).
Ao longo deste trabalho, analisaremos somente o caso de gases relativísticos na ausência 
da força externa K Assim a equação de Boltzmann (1 .33) sem este termo fica:
A semelhança com a expressão clássica fica mais evidente quando a escrevemos na forma carte­
siana:
%  + V%̂  = \ ! ~  ^  9 a d Q  d3pu (L35) 
onde utilizamos a definição (1.32) para o fluxo invariante F.
Multiplicando agora a equação (1-34) por uma fúnção arbitrária ip(pt/), integrando em 
d?p/p°, e utilizando as propriedades de simetria do termo de colisão, conforme pode ser conferido 
na seção (A.3) do apêndice A, chegamos à seguinte expressão:
a» I  tp f  !  y -  = I  / « -  +  ih -  -  </>;)(/;/' - h í ) F o £ l ^ ^ ,  (1.36)
isto é, uma equação que surgiu da integração da equação de Boltzmann em relação aos mo­
mentos, cuja denominação é equação de transporte para a função ip. Dependendo da escolha 
para a função xj>, podemos, a partir dela, obter as equações de balanço para as propriedades 
macroscópicas do gás. Observamos que o lado direito desta equação recebe a denominação de 
termo de produção. Este se anula para qualquer função de distribuição quando ip+ip\ =
Uma função que satisfaça essa expressão é denominada invariante de soma. Salientamos ainda 
que um invariante de soma ipip1*) é uma combinação linear de uma constante e do quadrivetor 
energia-momento a saber:
^  = a* + b ^ ,  (1.37)
onde a* é uma constante e é um quadrivetor constante. Em um trabalho recente, Cercignani 
e Kremer [4], apresentam duas provas de que (1.37) vale para o caso relativístico.
1 2
1.4 A Descrição Macroscópica
Nesta seção, apresentaremos a descrição macroscópica de um gás relativístico a partir dos 
conceitos microscópicos da teoria cinética. Do ponto de vista da termodinâmica, um fluido 
relativístico pode ser descrito através dos campos básicos, denominados de campos da ter­
modinâmica, que são os momentos da função de distribuição. A obtenção destes campos é 
realizada através de equações de balanço, que iremos determinar a seguir.
O estado macroscópico de um gás relativístico pode ser caracterizado pelos campos n, N**, 
e os quais são definidos em relação aos momentos da função de distribuição f(x ,p , t ) 
como:
n = c j  f ( i , p , t ) (1.38)
N* = c f  pP (1.39)
(1.40)
T ‘"°  = c j  / / / / R í t ] (1.41)
e são chamados, respectivamente, de momento de ordem zero, quadrifluxo de partículas, tensor 
energia momento e terceiro momento.
As equações de balanço para os campos N», e T*™ são determinadas com o auxílio 
da equação de transporte dada por (1.36), onde devemos fazer o seguinte procedimento: ini­
cialmente igualamos a função escalar 'tpíjf) à grandeza c, que é a velocidade da luz no vácuo,
obtendo desta maneira a lei de conservação do quadrifluxo de partículas,
=  0. (1.42)
A seguir, igualamos a função ipip11) às grandezas cp1 e cpiípv, as quais nos fornecem, respectiva­
mente, as leis de conservação para o tensor energia-momento linear e para o terceiro momento, 
a saber:
=  0, (1.43)
=  P ^ ,  (1.44)
onde P ^  é uma produção definida como:
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Em relação à equação (1.41), para o terceiro momento, podemos fazer o seguinte comentário: 
ao contrairmos essa expressão, obteremos como resultado o quadrifluxo de partículas, isto é,
onde Qua é o tensor métrico do espaço-tempo de Minkowski e a convenção de sinais adotada é 
(1, —1, —1, —1). Da mesma forma, ao contrairmos a equação (1 .44), a saber,
obtém-se a lei de conservação do quadrifluxo de partículas (1.42), pois P£ = 0, como podemos 
observar da definição do termo de produção (1.45).
Vamos escrever agora a equação de balanço para o quadrifluxo de entropia S*. Para tal 
objetivo, deveremos considerar ip =■ —k c ln/ ,  onde k é a constante de Boltzmann e / ,  em 
particular, não depende do vetor posição x. Analogamente à determinação das equações de 
balanço para o quadrifluxo de partículas, energia-momento e terceiro momento, temos que 
substituir essa escolha para il> na equação de transporte (1.36). Desta forma encontramos:
onde no segundo membro empregamos as propriedades de soma e subtração do logaritmo de 
uma função. Verificamos ainda que o produto envolvendo as funções de distribuição pode ser 
escrito como:
que o lado direito da equação (1.48) é positivo semi-definido.
Com esta consideração, podemos escrever a equação (1.48) da seguinte maneira:
(1.46)
= a„7T  =  0, (1.47)
1  nJfÁffí -  / / O  =  ffi  ( !  -  ( 1 '4 9 )
Como / ,  / i , f  e f{ são grandezas positivas, concluímos que
sendo que teremos a igualdade se e somente se -j/jr =  1. Desta forma, chegamos à conclusão de
=  ç>0, (1.51)
onde fizemos a seguinte identificação:
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S ' ^ - k c f p r f l R f Q
que define o quadrifluxo de entropia, e
(1.52)
„  r - „ ^  t P l f P
PÍ P0
a produção da entropia. Portanto, a desigualdade (1.51) que relaciona essas duas grandezas 
termodinâmicas é a equação de balanço para o quadrifluxo de partículas e concorda com a 
segunda lei da termodinâmica, a qual estabelece que a produção da entropia é nula (sistema 
em equilíbrio) ou é positiva semi-definida (sistema fora do equilíbrio). Esse importante resultado 
é conhecido em teoria cinética como o teorema H  de Boltzmann.
A fim de prosseguirmos na descrição macroscópica de fluidos relativísticos, vamos intro­
duzir a quadrivelocidade hidrodinâmica (xl/). Para tanto, consideraremos a decomposição 
de Eckart [16]. Segundo essa decomposição, a velocidade hidrodinâmica está diretamente 
relacionada ao quadrifluxo de partículas N^, de acordo com a relação:
N>x
U* =  c - = = .  (1.54)
Essa velocidade é tal que o produto escalar dela por ela mesma é igual ao quadrado da 
velocidade da luz no vácuo, isto é, U^U .̂ =  c2; assim, apesar de U* possuir quatro componentes, 
somente três deles são independentes. Com o auxílio dessa velocidade, podemos definir um 
tensor simétrico que tem a seguinte forma:
A*v = g»v - —w u v. (1.55)
c2
Se o tensor simétrico (1.55) for aplicado em um quadrivetor arbitrário, ele age como um 
projetor, visto que ele anula aquela parte do quadrivetor que é paralela à quadrivelocidade t/**, 
isto é:
b T U v =  0. (1.56)
Podemos ainda citar outras propriedades desse tensor simétrico, as quais serão utilizadas ao 
longo deste trabalho, a saber:
A ^ A W =  A£, â % b r  = b r r, A£ =  3. (1.57)
Adotaremos, por conveniência, um sistema de referência que se desloca junto com o fluido. 
Esse sistema é conhecido como o referencial de Lorentz e será por nós representado pelo sub-
índice R (sistema em repouso no fluido). Nesse referencial, a quadrivelocidade hidrodinâmica
tem as seguintes componentes:
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e o tensor A fica:
(*/£) =  (c, 0, 0, 0), (1.58)
0 0 0 0 ^ 0 0 0 0 \

















0 0 0 -- 1 ) 1 0 0 0 1 /
(1.59)
Além disso, se v» for um quadrivetor qualquer e um tensor, então, definimos:
vM = A*vv, (1.60)
=  i(A £A Í + A^AJf) taT. (1.61)
Observamos que e representam respectivamente um quadrivetor e um tensor simétrico 
que possuem somente a parte espacial das componentes no referencial de Lorentz. Além disso,
t<^> =  tO«') -  I a ^ A ^ í ^  
3 (1.62)
é um tensor de traço nulo, pois:
= 0. (1.63)
Com a introdução da quadrivelo cidade £/**, podemos expressar a derivada contravariante 
dM como:
d» =  irU^D + VM,
cz
onde D é um operador denominado de derivada temporal convectiva, definido como:
(1.64)
D  = U“ã>5
e um quadri-gradiente, que em termos do projetor fica:
=  ^ dv
No referencial de Lorentz estes operadores ficam:
Ô
D* = ã i '
(1.65)
(1.66)
( ° > - ã ? )  * (1'67)
os quais correspondem, respectivamente, à derivada temporal ordinária e ao gradiente usual.
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0  quadrifluxo de partículas N** e o tensor energia-momento na decomposição de 
Eckart, ficam escritos da seguinte maneira:
N» = n U \  (1 .68)
j w  = p<n»> _ ( p +  +  + V uqíl) +  V l I u ^ u ^  (L69)
c c
aqui foram introduzidas as seguintes grandezas termodinâmicas: n, p<tiU>, p, w, q^ e e, as quais 
são definidas como:
• densidade do número de partículas
n = ± N i ‘ Vf , (1.70)
• deviante do tensor pressão (tensor pressão sem o traço)
p<^> =  (A£AÍ( - ct)T°t , (1.71)
O
• pressão hidrostática +  pressão dinâmica
(p +  E7) =  -ÍA „ „ T '“\  (1.72)
• fluxo de calor:
= A »UrT™, (1.73)
• energia interna por partícula
e = J - U lxT ^ U v. (1.74)
ncz
Com a ajuda das equações (1.64) e (1 .68), a equação de balanço do quadrifluxo de partículas 
(1.42) fica:
IrU^DinU») +  V ^ n t g  =  0, (1.75)
&
que ao ser simplificada assume a seguinte forma:
Dn  +  n V ^  = 0, (1.76)
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visto que U^DUy, =  0 e = 0, de acordo com as definições apresentadas acima. Essa
equação expressa simplesmente a conservação da densidade do número de partículas ou a 
equação da continuidade.
Por outro lado, com a ajuda das equações (1.64) e (1.69), a equação de balanço para o 
tensor energia-momento (1.43), é representada por:
=  o,  ( 1 . 7 7 )
que, em termos da derivada material e do gradiente das grandezas temodinâmicas U*, q^, n, e, 
p, w, p ^ ,  fica:
1 PTÍ 1 1 1
+ — DU» +  -jU^inDe  +  eDn) -  ^ p <flv>DUv +  \ { p  +  w)DUtic c c c c
- \ u ^ D U v + V„p<#u/> -  A ^ v „(p  +  w) + \ ( p  +  w )U ^V uUuc4 c
1 1 1  PT)
+ - q » V vUv +  +  -z t tV vU 11 +  ~ ^ U ^ VUV =  0. (1.78)c cl c cl
Se multiplicarmos agora a equação (1.78) escalarmente pela quadrivelocidade U^, essa se reduz 
à seguinte expressão:
nDe = - ( p  +  w )V vUv +  -  V.ç" +  ^ qvDUv, (1.79)
que é a equação de balanço da densidade de energia, ou seja, é uma generalização da primeira 
lei da termodinâmica. Para chegarmos nessa expressão, utilizamos o resultado (1-76) e as 
propriedades U ^  =  0 e í7íip<M'/> =  0. É interessante notar que, como estamos numa teo­
ria relativística, o último termo não aparece no caso não-relativístico. Da mesma forma, a 
multiplicação da equação (1.78) pelo tensor simétrico A” nos conduz ao seguinte resultado:
^  -  ê i  [v^ + + ~
(A  $D<f +  q ^V M 1' + , (1.80)
que é a equação de balanço do momento linear. Nessa equação surge uma nova grandeza 
termodinâmica, denominada de entalpia por partícula, a qual representamos pela letra h e que 
é definida em termos da densidade de energia e e da pressão hidrostática p =  nkT  da seguinte 
maneira:
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'* =  « + - ■  (1.81)
Para completar esta análise relativística das grandezas termodinâmicas, podemos escrever 
a equação de balanço da entropia (1.51) em termos da derivada temporal convectiva D e do 
gradiente V^. Desta forma temos, então, a seguinte expressão:
nDs +  V v<t>v +  = ç > 0. (1.82)
Onde, analogamente aos casos das equações (1.79) e (1.80), o último termo somente existe no 
caso relativístico. Observamos ainda que, ao se determinar a equação (1.82), o quadrivetor 
fluxo de entropia foi decomposto como S7* =  nsU** +  <^, sendo s a entropia por partícula e 
^  o fluxo de entropia, os quais podem ser definidos da seguinte maneira:
s =  - ^ S ^ ,  (1.83)
71C
1.5 A Função de Distribuição de Maxwell-Jüttner e as 
Equações Constitutivas em Equilíbrio
Como o título desta seção indica, vamos agora determinar a forma relativística da função 
de distribuição em equilíbrio, conhecida na literatura como a função de distribuição de Maxwell- 
Jüttner. Como já comentamos na introdução, a forma relativística dessa função foi estabelecida 
por Jüttner por volta de 1911.
De acordo com o que demonstramos na seção anterior, a produção de entropia em termos 
das funções de distribuição dos feixes de partículas incidentes / e / i  é dada pela expressão :
< = M  F  " M  í1-84»
Sabemos que no equilíbrio a produção de entropia é mínima, isto é, no equilíbrio a taxa de
produção de entropia é nula. Portanto, se aplicarmos essa condição na equação (1.84), chegamos
ao seguinte resultado:
=  (185)
Podemos observar que esse resultado anula o termo devido às colisões na equação de Boltzmann. 
O índice (0) indica que a função está sendo considerada no equilíbrio. Podemos tomar o 
logaritmo de ambos os membros dessa igualdade e ficar com a seguinte expressão:
ln / í (0) +  ln / ,(0) =  ln / í 0) +  ln / (0). (1 .86)
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Verifica-se que o termo ln / (0) é um invariante de soma e que de acordo com (1 .37) temos:
ln / (0) =  a* -  bfjp (1.87)
ou ainda:
/ (0) =  aexp(-b^jf).  (1 .88)
As expressões para a e estão deduzidas na seção (AA) do apêndice A, e são dadas 
respectivamente por (A.36) e (A.37), isto é,
nC , „ /  C \ U fl
Q~  47r(mc)3K 2( 0 ’ V W T ’ (L89)
onde ^ (C )  é função modificada de Bessel de ordem 2, e cuja definição geral é dada no apêndice
B. Desta forma, a função de distribuição em equilíbrio (1.88) fica escrita da seguinte maneira:
= (L90)
Como foi demonstrado na seção (A.5) do apêndice A, o parâmetro Ç tem a seguinte forma:
<L9»
isto é, ela é uma razão entre a energia de repouso e a energia térmica de uma partícula, onde 
T é  a temperatura absoluta. Podemos observar que na dedução desse parâmetro fizemos uso 
da equação de Gibbs (A.49), logo a nossa definição de temperatura baseia-se nessa equação.
Portanto, de acordo com a identificação de Ç dada acima, teremos para a forma final da
função de distribuição (1.90) a seguinte expressão:
(L 9 2 )
que é a função de distribuição de Maxwell-Jüttner [1] que desejávamos determinar.
Vale a pena salientar que no referencial próprio, que se move com a mesma velocidade do 
fluido, a função de distribuição de Maxwell-Jüttner passa a ser escrita como:
S«’ “  4r t T m W )  eXP (  "  £ r P°) =  M t J c K M  j )  1/2] ’ ( 1 ' 9 3 )
onde usamos a expressão (A.2) para p°. Se considerarmos o caso de velocidades muito menores 
do que a velocidade da luz, teremos:
2 0
( l  v2^_1/2 ~  ï _l y2 v  tr\ h kT  (  m(?\  , \
( 1 _ ? j  ~ 1 +  2?  e ^ (c)S3 V w exp( “  * r ) -  Í1'94)
onde, para a obtenção da expressão para K 2{C), utilizamos a relação (B .ll) do apêndice B. 
Assim, e a equação (1.93) se reduz à função de distribuição dos momentos lineares de Maxwell:
r(0) n (  mv2\  , n s
*R *  (2irkTm)3/2 6XP V ”  2kTJ  ' ^  ^
Vejamos agora como ficam as equações constitutivas para a pressão dinâmica w, para o
fluxo de calor e para o deviante do tensor pressão p<iiv> em equilíbrio.
Partindo-se da expressão para o tensor energia momento em equilíbrio (A.44) e expressando-
a em termos da densidade de energia e dada pela equação (A.45), considerando-se as expressões
para C e para a pressão hidrostática p dadas em (A. 50), e ainda fazendo uso da definição do
tensor simétrico AMI/, o tensor energia momento fica na seguinte forma:
U^IP'
T ^ \ e = - p \e ^  +  neU — r - .  (1.96)
Substituindo essa expressão para o tensor energia momento nas definições (1.71), (1.72) e 
(1.73), chegamos ao seguinte resultado:
p<,iU>\E =  0, w\E = Q, e <f\E = 0, (1.97)
isto é, obtemos o resultado esperado, ou seja, no equilíbrio o deviante do tensor pressão, a 
pressão dinâmica e o fluxo de calor se anulam.
Outro resultado que será de muita utilidade para os próximos capítulos é o da expressão 
em equilíbrio para a entalpia por partícula h. Ela pode ser obtida a partir da definição (1.81) 
e com o auxílio da expressão para a densidade de energia (A.45), ou seja:
h\E =  mc2G( C), (1.98)
onde G(C) =  Kz{C,)/K2{Q, conforme o apêndice B.
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Capítulo 2
As Equações de Burnett Relativísticas
2.1 Introdução
Iniciaremos este segundo capítulo com a construção da função de distribuição fora do 
equilíbrio, a qual será dada em função dos quatorze campos básicos, a saber: a densidade do 
número de partículas n, a temperatura T, a quadrivelocidade hidrodinâmica U*1, a pressão 
dinâmica w, o fluxo de calor e o deviante do tensor pressão p<tiu>, isto é, o tensor pressão 
menos o seu traço. A função de distribuição fora do equilíbrio também é conhecida como a 
função de distribuição de Grad. A partir desta função, obtemos as expressões para o terceiro 
momento T #M/<T e para o termo de produção P^", os quais, quando substituídos na equação 
de balanço para o terceiro momento, fornecem-nos as equações de evolução para a pressão 
dinâmica, fluxo de calor e para o deviante do tensor pressão. A fim de encontrarmos as equações 
constitutivas empregaremos uma variação do método de iteração maxwelliana. Do resultado da 
primeira iteração, chegamos às equações de Navier-Stokes e Fourier e, com a segunda iteração, 
ao nosso objetivo, que são as equações de Burnett relativísticas. A partir dessas equações, pro­
cedemos a uma análise detalhada de cada um dos coeficientes encontrados, fazendo as expansões 
para o caso de baixas temperaturas e para o caso de altas temperaturas. E, para finalizar este 
capítulo, comparamos as expressões relativísticas encontradas, com os resultados clássicos de 
Wang Chang e Uhlenbeck. Para tal fim, utilizamos as expansões obtidas para o caso de baixas 
temperaturas.
2.2 A Função de Distribuição de Grad
Como já mencionamos na introdução acima, aplicaremos neste capítulo o método dos 
momentos de Grad. Nesse método, a função de distribuição pode ser expandida em termos 
de todos os momentos necessários. Em geral, a idéia básica do método dos momentos é obter 
uma solução aproximada para a equação de Boltzmann, expandindo-se a função de distribuição 
f (x ,p ,t)  no espaço dos momentos em torno de uma função de distribuição de ordem zero
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f {0)( x , P , t ) .  A escolha desta função é muito importante e deve ser tal que a expansão seja 
truncada com sucesso após alguns termos. Utilizaremos a função de Maxwell-Jiittner, que foi 
deduzida no final do capítulo 1 , como a função de distribuição de ordem zero.
Para determinarmos a função de distribuição de Grad para um gás relativístico fora do 
equilíbrio, vamos adotar o processo da maximização da entropia S*.
Vimos, no capítulo anterior, que o quadrivetor fluxo de entropia S** é definido pela seguinte 
expressão integral:
(2 .1 )
Esse quadrivetor pode ser decomposto em duas partes, a saber,
S" =  nsU•* + (2.2)
onde s é a entropia por partícula e é o fluxo de entropia. Como foi visto, essas duas grandezas 
são definidas como:
s =  \ U y S » ,  W  =  m S v. (2.3)
nc2
Desta maneira, combinando a expressão (2.1) para o fluxo de entropia, com a primeira das 
equações (2.3), obtemos, para a entropia por partícula, a seguinte expressão:
8 =  - — Up í p ^ / l n / ^ .  (2.4)
ne J pu
Agora que já encontramos a expressão para a entropia por partícula s, para que possamos 
encontrar a função de distribuição fora do equilíbrio, devemos maximizar s sujeita a 14 vínculos 
que são obtidos dos campos: quadrifluxo de partículas iVM, tensor energia-momento T7“' e o 
terceiro momento dados por (1.39), (1.40) e (1.41). Os quatorze vínculos são definidos 
como:
N»Uy =  cUy J  j f f (2.5) 
T^U y  =  cUy I (2-6)
=  cU„ I  (2-7)
De acordo com essas definições, temos que N^Uy fornece um vínculo, T ^U y  quatro e T <vc>̂ Uy
os demais nove vínculos.
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Conforme o cálculo das variações [19], esse problema é equivalente ao da maximização, sem 
restrições, da seguinte função:
F -  w f f f y  - ^  /  f f t y
-A lm)U„ f  (2.8)J P
onde À, Àj, e A(aj/) são conhecidos por multiplicadores de Lagrange e devem ser determinados. 
Desta maneira, partimos da equação de Euler-Lagrange, a qual é dada por:
dF d dF
d f  dt d f  ~  (2‘9)
Em particular, o segundo termo desta equação é nulo, pois F  não é função da derivada temporal 
da função de distribuição / .  Portanto, deveremos resolver o seguinte problema:
-  i u- f f  M y  - xar» f f t y  -  W  J t w %
-A  (W)t^  J  p v y / y }  =  (2.10)
Considerando-se que d ( f  ln f ) / d f  =  ln /  +  1 , obtemos a seguinte integral em d3p/p°, 
k
/  [ -  ^ ( l n /  +  i  +  ^ -A ) -  Kcp" -  = °- (2-1 1 )
td3p 
p°
Como Ufjjf i=- 0, então a expressão entre colchetes deve, evidentemente, se anular. Portanto, 
após fazermos essa consideração e as devidas simplificações algébricas, chegamos ao seguinte 
resultado para a função de distribuição:
/  =  exp — 1 ----— (A +  Avpv -I- \<ju)Papv>) (2.12)k
a qual está expressa em termos dos multiplicadores de Lagrange.
Como estamos interessados em processos perto do equilíbrio, desejamos obter uma função 
de distribuição da forma /  =  1 +  </>), onde é a função de distribuição em equilíbrio de
Maxwell-Jüttner e <p o seu desvio.
Vamos, por conveniência, escrever os multiplicadores de Lagrange da seguinte maneira:
A =  XE +  XFE, A„ =  XE + XEE, X<(TV> =  XEEU>, (2.13)
onde utilizamos a seguinte notação: (XE,XE) representam aquela parte dos multiplicadores de 
Lagrange em equilíbrio, enquanto que (XFE, XFE, XFEU>) a parte fora do equilíbrio. Procedendo
24
desta maneira, a equação (2.12) pode ser escrita como uma parte em equilíbrio e outra fora do 
equilíbrio,
/  =  exp n<f exp nc2(AF* +  A S V  + A ^ >PV )V FE-.V (2.14)
No equilíbrio, essa função se reduz à própria função de distribuição de Maxwell-Jüttner 
resultado que pode ser obtido a partir da primeira exponencial e pelo processo desenvolvido na 
seção (1.5). Como vamos nos ater somente a processos próximos ao equilíbrio, consideraremos 
que as partes fora do equilíbrio dos multiplicadores de Lagrange são quantidades pequenas. 
Desta forma, podemos utilizar a aproximação exp(—x) «  1 — x, que é válida para |x|<Cl e 
deixar a equação (2.14) na seguinte forma:
/  «  / (0) [l -  2 “  (A » +  A j v  +  A f.V V ') (2.15)
A forma final para a função de distribuição (2.15) será obtida após a determinação dos multi­
plicadores de Lagrange fora do equilíbrio. O desenvolvimento para a obtenção desses multipli­
cadores encontra-se detalhado na seção (C.l) do apêndice C. Deste modo, fazendo uso desses 
resultados, a forma final da função de distribuição fora do equilíbrio é:
onde
a =
f  =  / (0)(1 +  o 4- aapa +  aaSpapp),
w  (15G +  2C -  6G2Ç + 5GÇ2 +  Ç3 -  G2Ç)
P Cs
CG




c + qpUa) + 1 C P<a0> 
2 m2c2 G p
(2.19)
m2c4 p C$ ~a~p m 2c4p (C + 5G — G2C) 2
Nota-se que essa função está expressa em termos dos quatorze campos básicos, como era a 
nossa intenção. Os coeficientes Cs e Ce estão definidos na seção (C.7) do apêndice C. Assim, 
será essa expressão que utilizaremos ao longo deste capítulo a fim de encontrarmos as equações 
de Burnett relativísticas.
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2.3 Cálculo do Terceiro Momento
Na seção anterior, determinamos a forma relativística para a função de distribuição de 
Grad fora do equilíbrio, para tanto utilizamos as referências [11] e [13]. Vamos, agora, utilizar 
esse resultado com o objetivo de encontrarmos a expressão para o terceiro momento. Assim, 
substituindo-se (2.16) na definição para o terceiro momento (1.41), encontramos:
TirpfJLI/CT _ ' ° (1 +  a ) ^  +  aaZ ^ aa +  aa&Z ^ aa& (2 .20)4tt kTm 2K 2(<:)
onde utilizamos a função de Maxwell-Jüttner (1.92). Os resultados para as integrais Z*1™, Z ^ 01 
e Z*“/<rô  encontram-se na seção (A.4) do apêndice A e são dados por (A.41) a (A.43). Portanto, 
substituindo-se o resultado para essas integrais na (2.20) e, após simplificarmos, encontraremos 
a seguinte forma final para o terceiro momento:
r2
=  (nCi +  C ^ U ^ U *  +  -—(nm2 -  nCx -  C2zo)(gtil'Ua + g ^ U u +  f U * )
6
+C3(< fV  +  giiaqv +  gvaq^) -  -zCz{UtlUvqa +  UtlUaqu +  W V )&
+C±{$<iíV>U0 +  V<iUJ>Uv +  V<va>u %  (2,21)
que está expresso em termos dos quatorze campos. Os coeficientes C\, C2, C$ e C4 estão 
definidos na seção (C.7) do apêndice C.
Mais adiante, iremos necessitar da derivada do terceiro momento em relação às coordenadas 
xtí. Esse resultado encontra-se explicitado na seção C .2 do apêndice C.
2.4 Cálculo do Termo de Produção P ^ v
Vamos, agora, aplicar novamente o resultado obtido para a função de distribuição de Grad 
(2.16). Desta feita, queremos determinar a expressão para o termo de produção P ^ ,  em termos 
dos 14 campos, o qual, como já vimos, é definido da seguinte maneira:
p r  =  £ /  ( p » y » + p V Í  - t f  -  r f M h f F a d n ^ ^ .  (2.22)
Como podemos observar, para que possamos obter a forma completa dessa expressão, pre­
cisaremos realizar o produto das funções de distribuição para os dois feixes de partículas que 
colidem denotadas por f (x ,p ,t)  =  / ^ (  1 + <j>) e fi(x ,p [ ,t)  =  / x(0)(l +  $1), onde <f> e <pi são as 
partes fora do equilíbrio da função de distribuição de Grad (2.16) para cada um desses feixes 
de partículas. Assim obtemos para este produto a seguinte expressão:
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f f i  — / (0)/ i  (̂1 +  <!> +  4>i +  (f>(l>\) =  / (0)/ í 0) 1 +  2a +  a2 +  aQ(pQ + p f )  +  aaa(pa +  p“)
+ V ( p V  +  P1P1) +  aaaf}{papP +P1P1) +  aadpp^pP +  aaa0<T( p ^ p °
+PaPlPl) + aapaarPiPiP^p7 (2.23)
que é dada em termos das quantidades o, aa e aap definidas por (2.17) a (2.19) e das combinações 
dos quadrimomentos para os dois feixes de partículas. Substituindo-se o produto (2.23) na 
definição (2.22), chegamos à seguinte expressão simplificada para 0 termo de produção :
=  (1 +  2a +  a2)P "  +  aaI ^  +  a a j + aa0I ^  +  aaa0I ^
+aQapJtlI/a0 +  aaa0J ^ a +  aaPa<rrI ,u'afioT. (2.24)
Para que tenhamos a forma final deste tensor, deveremos conhecer o resultado das integrais 
jtivap  ̂ jtiuap ̂ jiivafa e jfiuapar ̂ ag qUajs caracterizam um novo tipo de integral, de
forma mais complexa que as integrais Z aia2 ' ak que vínhamos utilizando até aqui. A definição 
para cada uma das integrais acima, o seu resultado e o processo utilizado para solucioná-las 
encontram-se na seção (C.3) do apêndice C. Se recorrermos a este apêndice e verificarmos 
a forma dessas integrais, notaremos que, para resolvê-las, fizemos a seguinte consideração a 
respeito da seção transversal de choque o: segundo de Groot, van Leeuwen e van Weert [11], 
as seções transversais de choque para um gás constituído de hádrons pesados, com energias 
acima de 2GeV, são praticamente constantes como no espalhamento de núcleons-núcleons na 
era hadrônica da teoria do Big-Bang, isto é, ao redor de 10-4s do início do Universo, cuja 
temperatura era da ordem de 1012.A. Portanto, em nossos cálculos, consideraremos a, que é 
uma seção de choque característica. Sabemos que uma seção de choque constante na teoria não- 
relativística está associada ao modelo de esfera rígida. Por isso, o presente modelo é, algumas 
vezes, referido como 0 modelo de esferas rígidas.
Após todas essas considerações e conhecendo-se o resultado de cada integral, encontramos 
a seguinte expressão final para 0 termo de produção :
= B yQ ^m  +  ~2B2{Uilqu +  Í /V )  +  Bzp<liV> -  B ^ vw 2 +  ^ B 5(Utíq1' + Í/V )**  
c 0
+B6p<t“'>w +  3£ 7( ç V  -  iA ^ q aqa) +  ^ B sQ^q^qa +  ^ B ^ p <l/a> +  U > <^ >)ç<J
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+ \B wÇ r P<" >p<„ > +  3Bn (p<"” p%  -  j A " 'p <” >p<„ >), (2.25)
onde os coeficientes denotados por B n, com (n =  1 , 2, 11) estão todos definidos na seção C.5 
do apêndice C e Q^u é um tensor simétrico definido por:
Q v  = _  l u H T .  (2.26)
Notamos, também, que na expressão para o termo de produção temos termos lineares, isto é, 
termos envolvendo somente os fluxos termodinâmicos w, e p<fiu>, os quais são multiplicados 
pelos coeficientes B\, B 2 e B3, que nos fornecerão as equações de Navier-Stokes e Fourier, 
como veremos na próxima seção. Há, ainda, termos não lineares, isto é, termos onde aparecem 
produtos destes fluxos, ou seja, m2, V<ar>P«n>> w p<tiU> e qap<IJfl>, e que estão 
multiplicados pelos coeficientes B4 a Bn.
2.5 Primeira Iteração Maxwelliana
Visto que já possuímos as expressões para o terceiro momento TA“'<r dada por (2.21) e para 
o termo de produção Ppi/ dada por (2.25), podemos fazer agora as seguintes operações:
U S L d(jT^  = (2.27)
U ^ l d ^  = U ^A IP ^,  (2.28)
(AjA* -  ÍA ^ A 9*)dtrT lu'ff =  (AjA* -  \ a ^ A ^ ) P ^ ,  (2.29)
ô O
as quais são as projeções da equação do terceiro momento.
Considerando-se a derivada do terceiro momento, que se encontra explicitada na seção 
(C.2) do apêndice C e da expressão para o termo de produção (2.25), obtemos, da primeira 
projeção (2.27), a seguinte equação de campo para a pressão dinâmica w:
h m 2 + Cx)Dn -  £=(;nC[ +  C'2w )D T  +  \ c 2Dw + \  [nm2 +  5(nC7i +  C2wj\
Z ZJL Z O
+ 4 I c 's®.V<T -  -  3<fDV,)c 1 cz c
= - 4 ^ 1 ®  +  \ b , w 2 -  \ B sq,g’  -  4 b io P <" >P<^>, (2.30)c c c c
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onde C{, C2 e C'z são as derivadas, em relação a C> dos coeficientes Ci, C2 e C3 definidos na 
seção (C.7) do apêndice C.
Analogamente, a projeção (2.28) fornece:
q2 _ çA A
-  [nm2 +  5(nCi +  C2w)\ DUT +  -  (m2 -  Ci)VTn +  nC[ +  C'2vd)V t T  -  C2V rw
-5 C 3A lD qff -  C3q»VTU» -  6C3(qaV aUT + qTV aU°)
+C4 [c2Al V aP<va> -  2p<»r>DUl]  +  ^ d zqrD T -  ^ C ' 4p<°T>V aT
=  B 2qT + B 5mqT + B$qap<aT>, (2.31)
que é a equação de campo para o fluxo de calor, onde Q  é a derivada em relação a Ç do
coeficiente C4. E, finalmente, da projeção (2.29), obtemos:
C ^ A f A ^ D p ^  +  p<^ >V(T£/<T + 2p<c<6>V +  ^ ( nm 2 -  nCx -  C2U7)V
O
+2C3V< Y >  -  ^ C '3q<$V ^ T  -  £ C'4p<4,9>D T -  ^ C 3q<eD U ^
1 T  cz
= B 3p<e<t>> 4- B tw p<9*> +  3B7q<9q*> +  ZBu (p<9ff>pf*  -  | a fV ffT>P«rr>), (2.32)
a qual é a equação de campo para o deviante do tensor pressão.
Vamos, agora, eliminar as derivadas temporais convectivas Dn, D T  e DUM das equações
(2.30), (2.31) e (2.32). Para tanto, utilizaremos as equações (1.76), (1.80) e a seguinte equação 
que surge da (1.79),
D T = n k c  -  (p +  ra)V„£r -  V r f  +  V„t/„ +  p ], (2.33)
onde foi utilizada a definição e =  mc2(G — l/C) para a energia interna por partícula. Portanto, 
a equação (2.30) pode ser escrita como:
±C2Dtu -  -  C 0 V MU“ +  -  | c 3V„í"
- f  C4p<->  +  [ .-  (p .+
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+ J-^V ^p] =  - ^ B xw  +  ^ B 4m2
~~2B ^ g <T ~ ~ãB ^V<ar>V«jT>, c c (2.34)
que é a equação de evolução temporal para a pressão dinâmica, isto é, uma equação para Dm.
Para a equação de campo (2.31), com a substituição das derivadas temporais convectivas 
para a densidade do número de partículas, temperatura e quadrivelocidade hidrodinâmica, 
temos:
(m2 -  C i)V Tn +  ^(nC [ + C'2m )V TT  -  C2V rm -  C z q ^ U »
-§C z{q°VaUT +  qTV aUff) -  c2^-C'ip<aT>V <7T  +  C4 c2A^VCTp<w > -  ^ p<^>v
nn
2 c2
+l ^ v,p - +k& w
+ ^ ( m 2 +  5 C i)(v T(p +  o?) -  A;v„p<<TV> -  A lD q" -  qT'VlxUtl -  q . V l T
\p<fir>VMp -  m W p \ } = B 2qT + B 5mqT + B 9qap<<rT>, (2.35)
a qual é a equação de evolução temporal para o fluxo de calor, isto é, a equação para DqM. 
Observa-se que, no lado direito, aparecem, além do termo linear no fluxo de calor, termos com 
produtos do fluxo de calor com a pressão dinâmica e com o deviante do tensor pressão. 
Considerando-se na equação de campo (2.32) a seguinte transformação :
p<e«T> v ^ * >  =  -p « x°>  v*>ua +  2p<â<T> V <(T̂ > +  - p <H>V xUx, (2.36)
O
onde no termo 2p<-<T>V<(rí7^> a barra sob as letras 6 e (f> significa que estamos considerando 
a parte simétrica sem traço em relação a esses índices. Eliminando-se as derivadas temporais 
convectivas, obtemos:
C4 A f*  Dp<lw> -  2p<e<a>V ’t>>Ua +  4p<-(T>V <(7í7^> +  ^p <H>V xUx'') + j ( n m 2 -  nCx
+  2C'3V<Y > -  -  Ç£íp<*9>V l/UuT  Cq
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- nXC3?<#V<,>P =  B * <H> +  W ~  +  3B?7<V >
+3B u (p< ,n P% -  jA #V " >P<^>), (2.37)
que corresponde à equação de evolução temporal para o deviante do tensor pressão. Notamos 
que, no segundo membro desta equação, aparece um termo proporcional ao deviante do tensor 
pressão e mais outros três proporcionais aos produtos wp<6li>>, e V<ar>V«n>-
A fim de encontrarmos as equações constitutivas para a pressão dinâmica w, fluxo de calor 
qT e o deviante do tensor pressão p<tíV>, utilizaremos as equações de evolução obtidas acima. 
Para alcançarmos tal objetivo, aplicaremos uma variação do método de iteração de Maxwell 
[14]. Essa variação, segundo Reinecke e Kremer [15], consiste em passarmos todos os termos 
não lineares das equações de evolução (2.34), (2.35) e (2.37) para o lado esquerdo e inserirmos 
nesse mesmo lado os valores em equilíbrio p</i'/>(°) =  0, — 0 e =  0. Procedendo-
se dessa maneira, obtemos os valores da primeira iteração para a pressão dinâmica, fluxo de 
calor e deviante do tensor pressão, que correspondem às equações constitutivas de um fluido 
relativístico viscoso e condutor de calor:
C7(1) =  - r ç V ^ ,  (2.38)
çMD =  A(VMT -  ^-V ^p), (2.39)
nh
p<^>(i) = 2^V </i[/I'>, (2.40)
as quais representam as leis de Navier-Stokes e Fourier. As quantidades à esquerda xu, q^ e
pCiiv>̂  como já mencionamos anteriormente, são os fluxos termodinâmicos, os quais, numa teoria 
termodinâmica de processos irreversíveis linear, são proporcionais às forças termodinâmicas, que 
estão representadas pelos gradientes e divergentes da quadrivelocidade, temperatura e pressão 
hidrostática, que aparecem no lado direito. As constantes de proporcionalidade rj, y, e À que 
aparecem são usualmente conhecidas como coeficientes de transporte e são dadas por:
1 A:T(20G +  3C -13G 2C -2G C 2 +  2G3C2)2C4̂ 2(C)2 n )
V ~ 3 2 i r c a  (1 -  5<?C -  C2 +  G2C2)2 ( 2 ^ ( 2 0  + C*s(20) ’
_ 2 5 _ ^ T _____________AT3(C)2C4_____________
M 32tt ca [(2+  15C2)AT2(2C) + (3^  +  4 9 0 ^ ( 2 0 ] ’ ]
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A =  3 <* (C +  5G -  Q 2C)2ã -2(C )V
32jt <7 [(C2 +  2 ) íf2(2C) +  K K t ( 2 ( ) ] ' 1
que em particular recebem, respectivamente, as denominações de viscosidade volumétrica, vis­
cosidade de cisalhamento e condutividade térmica, conforme [11] e [13].
2.6 Segunda Iteração Maxwelliana
Procederemos, agora, a uma segunda iteração maxwelliana, que nos fornecerá as equações 
de Burnett relativísticas. Para tanto, repetiremos o mesmo raciocínio desenvolvido para a 
obtenção das equações de Navier-Stokes e Fourier, ou seja, passaremos, inicialmente, todos 
os termos não lineares, isto é, termos quadráticos para os fluxos termodinâmicos ou ainda o 
produto de dois fluxos entre si, para o lado esquerdo nas equações para a evolução da pressão
dinâmica (2.34), fluxo de calor (2.35) e deviante do tensor pressão (2.37). Porém, desta feita,
deveremos inserir, nesse lado, as expressões para os fluxos termodinâmicos obtidas da primeira 
iteração, isto é, q ^  e que são dadas pelas equações (2.38), (2.39) e (2.40). A
expressão que se obtém a partir da equação (2.34) é:
w,2   C - { i  cy ?ro (1> -  ^ ( m 2 -  C i)V f U“ + + ^ C ' 3q ^ V “T  -  jjC sV çM
3BX
[ ■- (p +  » « )* ,£ /»
- +  P{<1>VT'* +  VMp] -  j Bau7^ 2 +  - 2B %qaq° +  ^B ioP<£rT>P«n->}. (2.44)
Nessa equação, a derivada material convectiva da pressão dinâmica D w ^  e o gradiente do fluxo 
de calor V ^ q ^  devem ser expressos como funções da temperatura, da pressão hidrostática e 
da quadrivelocidade. As expressões para e ainda para 'VfíU‘/ estão na seção
(C.4) do apêndice C e são dadas por (C.118), (C.149) e (C.114) respectivamente. O resultado 
é que teremos para a (2.44) termos proporcionais a V^V^T, V^V^p, V UUI/, V^TV^T, 
V ^ p ,  V^TV^p, V <flUu>V <tlUu> e V ^ V ^ ,  os quais, quando agrupados, resultam na 
seguinte equação:
= - p V ^  + rnV„V*T -  P a V ^ p  + p s V ^ V ^  +  p ^ T V ^ T  
+p5VíipV"p -  PeV ^V ^p -  rflV <llUv>-V<tlUv>
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+7f e V ^ V ^ ] ,  (2 .45)
que é a equação de Burnett relativística para a pressão dinâmica. O primeiro termo é o resultado 
da primeira iteração e é proporcional ao divergente da velocidade. O segundo e o terceiro, que 
também são termos lineares, são proporcionais ao Laplaceano da temperatura e da pressão 
respectivamente. Esses dois termos já  tinham sido estudados por Kremer e Müller[18], que 
mostraram que o coeficiente do termo proporcional ao Laplaceano na temperatura (heating 
term) é maior que o coeficiente do primeiro termo, isto é, do termo proporcional ao divergente 
da quadrivelocidade. A seguir, temos dois termos que são proporcionais ao produto de dois 
gradientes da temperatura e da pressão respectivamente. Há também um termo que é uma, 
combinação do produto de um gradiente da temperatura e pressão. Os últimos dois termos 
são proporcionais ao produto dos gradientes da quadrivelocidade sem traço simétrico e anti- 
simétrico, respectivamente, e estão indicados pelos símbolos < >  e [] que aparecem junto aos 
índices. Vale ressaltar que a parte simétrica sem o traço de um tensor está definida por 
(1.62) e a parte anti-simétrica desse tensor é definida por:
flH =  \{á%l±uT -  A£A£)f<7T. (2.46)
Deixaremos para analisar na próxima seção, as expressões de cada um dos coeficientes que 
aparecem na equação de Burnett para a pressão dinâmica (2.45), assim como as suas expansões 
para altas e baixas temperaturas.
Aplicando a segunda iteração maxwelliana na equação (2.35), obtemos a seguinte expressão:
<f<2> =  -J-{ -  5AICsDq«» + j  (m2 -  C,)V'n + i(n C Í +  -  C2VTro<‘>
-C'3?™VTlf" -  6C3(qra>V„U° + q°n ’V„UT) -  c2í;C ;p<‘'T>(1,V„T + C<c2A;V»p<" '><1) 
+ j 4 c 2ro<I)vTp -  + 5 < ^ ?T(1)v „ t r6 nh nh nh Cq
+ 4 ( m 2 +  5Ci){ V '(p  +  ro« ) -  A + \  [ -  AIDq«» -6h l  c i
- gW w ]  +  ^  [p<#ÍT>(1)VMp -  } -  w  V (1) -  5 9̂ 1)P<£rr>(1)}- (2.47)
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Assim como fizemos na equação (2.44) para a pressão dinâmica, aqui também deveremos ex­
pressar a derivada material convectiva D qT̂ \  e os gradientes Vrtu(1) e Vffp<#íI/>(1) e VTn em 
termos da temperatura, da pressão hidrostática e da quadrivelocidade. Faremos isso, substi­
tuindo os resultados para essas quantidades deduzidas no apêndice C e dadas por (C.131), 
(C.142), (C.150) e (C.146) respectivamente. A expressão final será dada em função das forças 
termodinâmicas VTVMC/#í, V(TV <<Tt/T>, VTTVMCf/t, VTpVMC/ ,̂ V ap V <crUT>, V aT V <aUT>, 
V r p V W  e V aT V ^ U T\  isto é,
=  A(VTT -  ^ r V Tp) +  A1VTVMí7/i -  A2V aW<aUT> -  A3VTTVít17#1 na
+A4VTpV#ií7#i +  A5V apW<crUT> -  A6V(rT V <<Tí7T>
-  A8VffTV l<rt r l ,  (2.48)
que é a equação de Burnett relativística para o fluxo de calor. Observamos que o primeiro 
termo é o resultado da primeira iteração. A seguir, temos dois termos lineares, proporcionais 
ao gradiente de um divergente da quadrivelocidade, sendo o terceiro termo o divergente de 
um gradiente da quadrivelocidade. Temos também dois termos, os quais são proporcionais ao 
produto do gradiente da temperatura e da pressão por um divergente da quadrivelocidade. E, 
finalmente, mais quatro termos que são proporcionais ao gradiente da pressão e da temperatura 
pelo gradiente da quadrivelocidade, sendo dois simétricos e dois anti-simétricos, como podemos 
verificar.
Considerando agora a equação (2.37), e aplicando a segunda iteração maxwelliana, ficamos 
com a seguinte equação para p<0̂ >(2):
p <e<t»{ 2) =  i _ |  c 4 (&<*&+> D p <^ > w - 2 p <e<a>wV+>Uff+ 4 p <&a>wV <0U*> + l p <e+>íl)V xU ^  
+ ^ (n m 2 -  +  2C3V < Y >(1) -  ^ C zq< ew V+>T
o J-
_í£L<<^>(i) -  —  C3O<Í,(1)V0>Ü -  B 6w (‘1)p <t+>W  -  3B 7q<ff(1)q^>(1)
C6 nh
+ 3 -  í i V m ( , |p8 ,> )}- (2-49)
Deveremos, agora, expressar a derivada material convectiva para o deviante do tensor pressão 
p<^>(i), e os gradientes em termos da temperatura, da pressão hidrostática e da
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quadri velocidade, assim como fizemos nos casos anteriores. No apêndice C encontramos essas 
expressões que são dadas por (C. 141) e (C. 148) respectivamente. A equação obtida dessa 
maneira é:
p<er>(2) =  2/íV<£C7t> + m  V<£VT>T -  At2V <£VT>p +  /í3V<£TVt>T +  p4V <epV T>p
-Ai5V<£pVT>T +  n6V <*U,r>V xU<, -  p7V <eUT>V  CU° -
+p9V (TU<€V r>UtT, (2.50)
que é a equação de Burnett relativística para o deviante do tensor pressão. E, da mesma 
forma que para as equações de Burnett anteriores, o primeiro termo aparece devido à primeira 
iteração. Observamos que o segundo e o terceiro termo são lineares e proporcionais ao gradiente 
do gradiente da temperatura e da pressão respectivamente. A seguir, temos três termos que são 
proporcionais ao produto de gradientes na temperatura e pressão. Finalmente, os últimos ter­
mos são proporcionais ao produto de um gradiente na quadrivelocidade por um divergente nesta 
mesma grandeza. Nas forças termodinâmicas proporcionais aos coeficientes /jlq e p% adotamos 
a seguinte convenção :
V<-Í7<T>V-C/(T =  i  ( v <eUa>^ TUa +  V <TUa>V €U^j -  ^A £TV <QC/(T>VQC/<7, (2.51)
=  ^ V <#iC/£>V<TC7/i> +  V<Mt/T>V <et/íl>^ -  ^A £TV <#tC/Q>V«*£/),>. (2.52)
Observamos que, nas equações de Burnett relativísticas (2.45), (2.48) e (2.50) acima, alguns 
termos são negativos.
2.7 Coeficientes de Burnett
Vamos, agora, explicitar as expressões para todos os coeficientes que surgiram devido à 
primeira e à segunda iteração maxwelliana. Em primeiro lugar, escreveremos a expressão para 
o coeficiente propriamente dito e a seguir a sua expansão para o caso de baixas temperaturas 
(Ç 1), representada com o índice B T  e a expansão para o caso de altas temperaturas (£ C  1), 
representada pelo índice AT. Para tanto, iremos utilizar as expansões das funções modificadas 
de Bessel K n{Q, as quais são dadas pelas expressões (B .ll) e (B.12) do apêndice B.
Antes de apresentarmos os coeficientes e as suas expansões, faremos a seguinte observação 
com relação ao parâmetro Ç: para o cálculo das nossas integrais tivemos de considerar uma
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seção de choque característica a, a qual, como afirmamos na seção (2.4), está associada ao 
modelo de esferas rígidas. Portanto, antes de fazermos as expansões dos coeficientes, vejamos 
qual a relação entre £ e a temperatura T. Assim, considerando um gás de elétrons, cuja massa 
de cada elétron é da ordem d e m =  10- 31kg, a constante de Boltzmann k =  1,38 x 10~23J/K  e 
a velocidade da luz no vácuo como 3,0 x 108m/s, obtemos a seguinte relação:
mcf 
£ =  «
109AT
(2.53)kT T
Portanto, para uma temperatura da ordem de 1012K, que corresponde à temperatura na 
era hadrônica, £ «  0,001. Nesse caso, dizemos que o gás é ultra-relativístico ou (  <C 1 . Por 
outro lado, para a temperatura ambiente T  =  300K temos que £ «  106, para T  =  1K, que 
é a temperatura atual do universo, £ «  109. Nesses casos podemos considerar £ »  1 , ou o 
caso não-relativístico. Para valores da temperatura da ordem de 109A", dizemos que estamos 
no regime relativístico.
Após essas considerações, temos, para os coeficientes da pressão dinâmica e suas respectivas 
expansões, as seguintes expressões:
• Coeficiente rj
1 mc£3í í 2(£)(3£ +  20G — 13(?2£ — 2G£2 +  2Gf3£2)2 
V ~  32tt cr (1 -  5(j£ -  £2 +  G2£2)2(2tf2(2£) +  £tf3(2£)) ’
b t  _  25 / ro fe iy /2 2
128 V 7T<72 /V




1831 41001 1 3635165 1
i +  +  61n(^) +  67  ̂£2 +  ...






m  =  -
(£ +  6G -  G2£)(5 -  10G£ -  2£2 +  2G2£2) 
p (£2 +  5G£ -  C?2£2)(3£ +  20G -  13G2£ -  2G£2 +  2G3£2)
rj\, (2.57)
Br _  375 k ! 
4096 mrcT2
100525 1
8 £ 128 £2 1024 £3
, 451 3069 1
1 -  — -  + + (2.58)
AT  ̂ ^




(1 -  5GÇ -  C2 +  G2( 2)
p2 (3C +  20G -  13G2Ç -  2GÇ2 + 2G3C2)
3k 2 (2Ç3 -  5Ç +  19GÇ2 -  30G -  2G2C3 +  45G2C -  9G3C2)
m -n CG(3C +  20G -  13G2Ç -  2GÇ2 +  2G3C2)
-rjX (C + 6G -  C2C)(5 -  10GC -  2C2 +  2G2C2)'
C2G(C +  5 G - G 2C) ( 1 - 5 G C - C 2 +  G2C2)
(2.60)
BT _  375 1
772 "  8192 n27r<T2
-2 1 - 551 5413 1 315491 1





c2 i + ( J  +  3in(^) +  37)c 2 + - (2.62)
4(1 -  5GÇ -  C2 +  G2C2)(2C3 -  5C + 19GC2 ~ 30G -  2G2C3 +  45G2C -  9G3C2)
C(3C +  20G -  13G2C -  2GC2 +  2G3C2)2
d /(2C3 -  5C +  19GC2 -  30G -  2G2C3 +  45G2C -  9G3C2) \  
d( V C(3C +  20G -  13G2C -  2GC2 + 2G3C2) )
3C 3(C +  6G -  G2O
3C +  20G -  13G2C -  2G(2 + 2G3( 2 J (3C +  20G -  13(72C -  2G(2 +  2G3C2) JV
3(2C3 -  5C +  19GC2 -  30G -  2G2C3 +  45G2C -  9G3Ç2) drj
(3C +  20G -  13G2C -  2GC2 +  2G3C2)(1 -  5GC -  C2 +  G2C2) VdC
167TCT (1 -  5CC -  C2 +  <?2C2)
me (3C + 20G -  13G2C -  2GC2 +  2G3C2) K%{Q * M } ,
(2.63)
BT _  125 m  _2  
3 8192 mra2
135 1 8923 1





1 kT  
72 nc27r2a2c4
r /23 15, .C  15 \ a2




1 / 5(1 -  5GC -  C2 +  G2C2)(7G3C +  2G2C2 -  30G2 -  17GC -  2C2)
14 pT  I C(3C +  2 0 G -1 3 G 2C -2GC2 + 2G3C2)(C +  5G +  G2C)2
(C +  6G -  G2C) (5 -  10GC -  2C2 +  2G2C2) d \
(C + 5G -  G2C)(3C + 20G -  13G2C -  2GC2 +  2G3C2)VdC
16tt a  (1 -  5GÇ -  C2 +  G2Ç2) C3P5 2 1
3 ck (3C +  20G -  13G2C -  2GC2 +  2G3C2) * 1 ( 0  VJ ’
BT_  11625 A: xr 231 1 19749 1 290595 1 1
'4 “  32768 nirc2T ^  [ "6Í C  + "396ÍC2 + ^ 5 8 7 2 " ? "T
r t f  =
k
36 mr2a2T  
•  Coeficiente 775
c2 1 + ' | i  +  31n(|) +  37 )C2 +  ...
T
% = ----3pá
(C +  6G -  G2C)(15 -  40GC -  9C2 -  G2C2 -  2GC3 +  2G3C3) 
G2C3(3C + 20G -  13G2C -  2GC2 +  2G3C2)(C +  5G -  G2Q
À77
c2 (1 -  5GC -  C2 +  G2C2)(2C3 -  5C +  19GC2 -  30G -  2G2C3 +  45G2C -  9G3C2) 
T (3C +  20G -  13G2C -  2GC2 +  2G3C2)2
3(1 +  GO o 167T a 
X v  w 77 + C ( i - 5 G c - C 2 +  g 2c2)p5




- 2 93193 1
24 C 384 C2 1024 C3
, 1391 8303 1











(1 -  5GÇ -  Ç2 +  G2Ç2)
p2 (3C +  20G -  13G2C -  2GÇ2 + 2G3C2) {{
3(C +  6G -  G2C)
L ( l - 5 G C - < 2 +  G2C2)
5(C +  6 G - G 2C)
C(C +  5G — G2C)
1 dx (C +  G - G 2 C) 
GX d(  CG2
5(C +  6G -  G2C) 
C2G(C +  5 G - G 2C)
5(7G3C +  2G2( 2 -  30G2 -  17GC -  2C2) 
C2G(C +  5G -  G2C)2
| a t 7
c2 3(2C3 -  5C +  19GC2 -  30G -  2G2C3 +  45G2C -  9G3C2)(C +  4G -  G2C) 
' T  G2C2(3C +  20G -  13G2C -  2GC2 +  2G3C2)2 V
32tt cr C2 P5 




-1 25 1 5323 1 205869 1
. +  8 C 128 C2 +  1024 C3 +
v f 37288 n2n2a2T  
•  Coeficiente 777
V7
4(C +  6G)(1 -  5GC -  C2 +  G2C2) +  6GC(C +  6G -  G2Ç)
GC(3C +  20G -  13G2C -  2GC2 +  2G3C2) ßV
3(1 -  5GC -  C2 +  G2C2)(2C3 -  5C +  19GC2 -  30G -  2G2C3 +  45G2C -  9G3C2)
+ ------------------------C(3C +  2 0 G - 1 3 ( y C - 2 G C 2 +  2G3C^-------------------------”
1287T a (1 -  5GC -  C2 +  G2C2) C
15 mc (3C +  20G -  13G2C -  2GC2 +  2G3C2) K%(C) Piß2v},
BT _  125 m  x 
7 3072 n i t a 2
■ 411 19561 1
1 -  - 7  +
128099 1
2 0 C 1920 C2 1536 C3
+
v f kT















_  1 f3(l  -  5GÇ -  C2 +  C2Ç2)(2Ç3 -  5Ç +  19GÇ2 -  30G -  2G2Ç3 +  45<72C -  9G3C2)






- 2 551 2685 1 21301 1
8 C +  128 C2 +  1024 C3 + (2.79)
r í T =
1 kT  
96 nc27T2cr2c4 1 +  ^4 + 61n(^) +  67^C2 +  -- (2.80)
Verificando-se todas as expansões para baixas temperaturas, vemos que todas elas são in­
versamente proporcionais a (  ou a ( 2, e que, portanto, no limite para (C »  1) ou de baixas 
temperaturas (o que corresponde ao caso não-relativístico) obtemos o resultado de que a pressão 
dinâmica se anula. Da mesma maneira, observando as expansões para altas temperaturas (caso 
também conhecido por ultra-relativístico), constatamos que elas são diretamente proporcionais 
a C2 ou a Ç4, e quando fazemos o limite para (Ç <C 1), todos estes coeficientes se anulam. 
Concluímos, então, que a pressão dinâmica tende a zero nesses dois limites.
Para os coeficientes do fluxo de calor, assim como para as suas expansões, obtivemos os 
seguintes resultados:
• Coeficiente À
A = 3 ck C4̂ ! (0 (C  +  5 G - G 2C)2 32* a [(2 +  Ç2)A'2(2Ç) +  5<A',(2Ç)] ’ (2.81)
yBT _  75 fc /  k T \  V2 
128 a \ 7 r m /
131 1951 1 57335 1
+ 16 C 512 C2 +  8192 C3 +
(2.82)
^AT _  SÍL r 1 2 /13 1. . 1, n 1 \ /4
' - - ê  (64 "*” 3 2 3*V + (2.83)
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• Coeficiente Ai
A x - ^ íP I
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Uma análise mais detalhada desses coeficientes nos mostra que, com exceção dos coeficientes 
A4 e A7, os quais se anulam no limite não-relativístico, isto é, quando £ »  1 , todos os demais 
são diferentes de zero. Para altas temperaturas somente o coeficiente Ai se anula. Todos os 
demais coeficientes são diferentes de zero, no limite de £ <C 1 .
Finalmente, consideremos, agora, todos os coeficientes e as respectivas expansões para o 
deviante do tensor pressão:
• Coeficiente p
p =
15 mc C *g 2k 2(C)
32tr a  [(2 +  15C2)tf2(20 +  C(49 + 3C2)ii:3(2C)]’
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Observando-se cada uma das expansões acima, tanto no limite para baixas temperaturas 
como para altas temperaturas, vemos que todas partem de um valor finito diferente de zero e 
tendem para outro valor finito diferente de zero, e que, portanto, nenhuma delas se anula nesses 
limites.
2.8 As Equações de Burnett Não-Relativísticas
Nesta seção, vamos mostrar que as equações de Burnett relativísticas, dadas por (2.45), 
(2.48) e (2.50), recaem nas expressões não-relativísticas quando se considera Ç 1. Veremos 
que as equações para o fluxo de calor qT e para o deviante do tensor pressão p<^ > correspondem 
exatamente àquelas expressões obtidas inicialmente por Chapman e por Burnett, na notação 
apresentada por Wang Chang e Uhlenbeck [22].
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Vamos iniciar com a pressão dinâmica. Observamos que todas as expansões para baixas 
temperaturas, para essa equação de Burnett, são inversamente proporcionais a (  ou a £2. 
Portanto, no limite quando T  —> 0, ou que Ç —» oo, temos para a equação (2.45):
lim w {2) =  0, (2.138)£->-oo v '
isto é, todos os termos se anulam, como era de se esperar, pois estamos tratando de gases 
monatômicos rarefeitos.
A expressão não-relativística para o fluxo de calor é dada por:
J 2) _  x dT . g dT dva 
qí ~  ~ ÁÃT. + t f lã~~.'À~ +  2 + + 2
dT ÕVa
dxa dxi.. 3 dxidxa 3 dxi dxa Q 
+6z~ & t(Dai ~ 3Dxx5ai)  + dAd ^ ( Dai ~ 3Dxxôat)
dT1 /  1 \
~  (2.139)
onde Dij é dado por
e os coeficientes 9n são dados em primeira aproximação por:
H f Z _  z ± ) £ t 9 , , - £ 4 ,  0 , — K  »t = - 3A  (2.141)
4 \2 p d T J p T ’  ̂ 8 p T  6 pp
. 3p2 /35 T  d p \  9 p? U kT  r°° 2, 9 7 , , . m ■, *n\
+ ~ 2 y <2-142>
A equação de Burnett para o fluxo de calor (2.139), assim como as expressões para os 
coeficientes 9n, foram extraídas do trabalho de Wang Chang e Uhlenbeck [22]. Essas expressões 
para 9n valem, em geral, para todos os modelos moleculares.
Vamos analisar, inicialmente, o coeficiente #5, o qual é um pouco mais complicado que 
os demais, pois apresenta uma integral que deve ser determinada. Essa integral, segundo a 
notação de Wang Chang e Uhlenbeck, é função da velocidade relativa g medida em unidades 
de yj4kT/m  e da seção de choque Qr,(g,T). Para o nosso caso, onde o modelo é o das esferas 
rígidas, a seção de choque é Qn{g) =  §7ra. Desta forma, procedendo-se à integração, este 
coeficiente pode ser escrito como:
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onde utilizamos o resultado de que para esferas rígidas p oc T 1/2.
Assim, todos os coeficientes 6n estão expressos em função do coeficiente de viscosidade 
cisalhante p, da temperatura T  e da densidade p =  nm.







r i  77 r\__ v r i^ ri 3 dxT
1 dT /d va dvi \  1 dT dvr
+ 2 dxT V dxi dxa )  3.dXt.dZr- (2 '144)
Desta maneira, podemos reescrever a equação de Burnett para o fluxo de calor (2.139), 
como segue, já  deixando-a numa forma que possibilite uma fácil comparação com a expressão 
que surgirá da nossa equação relativística (2.48),
d V  o d (  1 \  4 dT  dvr
dxi ' 3 dxidxr 4dxr V r% 3 AA 7 1 3 2 d x id xr
+°3l t r ( Drí ~ 5 ^ ' )  + (%  +  2fe)ê ( Dr<_ l D^ )  -  £ ) •  (2-145)
Vamos, agora, passar ao limite não-relativístico cada um dos termos da equação de Bur­
nett relativística (2.48) obtida por nós, e deixá-la na forma da equação (2.145). Para tanto, 
consideremos um referencial geral, onde a quadrivelocidade em componentes contravariantes e 
covariantes é definida por:
U“ = u* = { - r — ! ’ — r ^ = r )>  <2-146>
essas componentes, no limite quando K c  ficam aproximadas por:
^ « ( c . t O ,  *  (c, -v ) .  (2.147)
Desta maneira, considerando-se a equação (2.48), a definição para a derivada covariante 
(1.64), as definições (2.146), e ainda as expansões para baixas temperaturas para cada um dos 
termos do fluxo de calor, obtemos:
dT  15 p2 d2vr p2 d (  1 \  15 p2 dT dvT{2) x , o/z l n  
^  dxi 4 nm dxidxr nm dxr V r% 3 AA / 4 nm T dxs dxr
0 p2 dp / _  1 _  . \  , 123 p2 dT  / _  l n  . \
- z ^ r P d ^ \ ri '  3 AA V +  T - ^ f d T r {Dri ~  3 ” /
45 p? dT (d va du,/  ÓVqi (sVi \
V5xi dxa) '8 nm T dxr \d x i  QJ J (2.148)
a qual é a própria equação de Burnett não relativística (2.145). Na seção (C.8) do apêndice 
C, mostramos com detalhes o cálculo do limite não-relativístico a partir da forma relativística 
para alguns dos termos dessa equação .
Para o deviante do tensor pressão, cuja expressão completa foi primeiramente derivada por 
Burnett [29], é, segundo Wang Chang and Uhlenbeck [22], dada por:
P < ij>  — P $ij 2 / i  {^D lJ - D a a S i i j  +  UJ\ ^ D i j  - D a a 0 i i j  +  0c>2 (jb ij 7^La a 8ij^ j
3 Maa5ij^ 2u>2 ̂ Nij 3Na«Sij) + ^ ( ÕXidXj
d2T  1 d2T
3 dxadxc
/1 dp dT  1 dp dT  1 dp dT  \  /
JrU>4 \2  dxi dxj +  2 dxj dxi 3 dxa dxa v  +  W5 v
( dT dT _  1 dT dT  
dxi dxj 3 dxa dxaôij
+CJ6 ^Qij g Qaa^ij^j ,
onde as quantidades tensoriais Ly, My, iVy e Qij são definidas por:
M - -  =  - ( — 1 ^ .  +  d V j  d V a
2 V&a dxj dxa dxi J ’






A seguir, reescreveremos essa equação de modo a facilitar a comparação com os nossos 
resultados. Em primeiro lugar, devemos levar em conta o fato de não estarmos considerando 




1 / d T  dp dT d p \  T  dp dp T d2p '
2p \dxi dxj dxj dx i)  p2 dxi dxj p dxidxj.
(2.154)
onde utilizamos p — mn.
Assim, temos que o deviante do tensor pressão (2.149) pode ser reescrito da seguinte 
maneira, já  deixando-o numa forma acessível para a comparação,
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P<ij> P ij g ûû %i z\d x id x j  3 dxadxa v  U2mp \dxidxj 3 dxadxa v
/  dT dT  _  1 dT 9T . \ fcr /  dp dp 1 dp dp \  (  k \ ( 1  dp &T
h\d x id x j  3 dxa dxa v  UJ2mp2 \d x i dxj 3 dxa dxa tj)  \ 2mp U>4J \2 dxi dxj
1 dp dT l  dp dT
2 dxj dx ~ 3 dx  dx  2íJ2( A(jj r^Naaôij') +  tú\(yDij ^Dota^ij)
Lú^Mij ~ IvÍqtqÔij) LOô(Qij ~̂ Qaa îj)-í (2.155)
onde os coeficientes u n são dados por:
4 /7  T d p \ p 2 2 p2 3 p2
U l~ 3 \ 2 ~  W2 =  V ’ W 3 = t > ’ " 4 =  0, (2-156)
^5 =  -TF
3u du 9 p3 ÍAkT r°° . , -2. R „ fi 63 _ .
+  9 9  e  ( g  ~  9  + t 5 ) < 3 í ? ’  (  5 7 )
. , ^ J ~ d g g * e - ’\ g « - 7-g>)Q,. (2158)
_  8p2 16 p3
p 35 pkT
Analogamente, como fizemos para os coeficientes do fluxo de calor, as integrais em u5 e u;6 
podem ser resolvidas. Assim, o resultado para esses coeficientes é:
_  3p dp 9 p2 _  87 p2 _  8p2 10 p2 _  54 p2
Ws pTdT 64 pT2 64 pT2 ’ W6 p 35 p 7 p '  * ^
Portanto, partindo da equação de Burnett relativística para o deviante do tensor pressão
(2.50), e considerando-se (2.146) e (1.64) e ainda as expansões para baixas temperaturas que 
encontramos para todos os coeficientes, obtemos:
(2) =  2 dV<i 3 p2 d2T  _  2p2 d2p 87 p2 dT dT
ij dxjy pT d x ^d x jy  pp dx<idxj> 64 pT2 dxKi dxjy
| 2 p2 dp dp _  2 p2 dp dT _  ^p? dvKi> dvj>
pp2 dxKi dxj> ppT dxKi dxj> p dx<r dxr
p2 dv<i 54 p2 dvK<i dv<jy 0p2 dvr dvjy  foifim
P  dx5> TT 7 P dxr> dxT> P dx<i dxr ’ 1 J
a qual é a forma não-relativística para a equação de Burnett para o deviante do tensor pressão. 
Vemos, desta forma, que a equação de Burnett relativística, para o deviante do tensor pressão, 
corresponde ao mesmo resultado obtido por Wang Chang e Uhlenbeck.
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2.9 Conclusão
Um dos objetivos desta tese, que se encontra desenvolvido ao longo deste capítulo que ora 
estamos concluindo, é a determinação das equações de Burnett para um gás relativístico. Para 
atingirmos tal objetivo, baseamo-nos na teoria cinética e no método dos momentos de Grad. 
Os conceitos básicos necessários para se chegar a estes resultados foram descritos no capítulo 
que precede a este.
As equações de Burnett relativísticas foram obtidas considerando-se, nas integrais que 
surgem no termo de produção, uma seção transversal de choque a constante.
Analisando-se o resultado obtido para a pressão dinâmica, equação (2.45), verificamos que 
essa é composta por nove termos. O primeiro surge da primeira iteração maxwelliana, cujo 
coeficiente é denominado de viscosidade volumétrica. A seguir, deparamo-nos com dois termos 
lineares cujos coeficientes são proporcionais aos laplacianos da temperatura e da pressão. Obser­
vamos, também, o interessante resultado, já  constatado anteriormente por Kremer e Miiller [21], 
de que o coeficiente, que é proporcional ao laplaciano da temperatura, contribui de uma maneira 
mais efetiva para a pressão dinâmica do que a viscosidade volumétrica. Essa constatação ficará 
mais óbvia quando compararmos os gráficos desses coeficientes, que será um dos objetivos do 
próximo capítulo. A seguir, temos ainda mais seis termos não lineares, os quais são: o quadrado 
do divergente da quadrivelocidade, a sua parte sem traço e a sua parte anti-simétrica, um termo 
proporcional ao produto de dois gradientes da temperatura, outro proporcional ao produto de 
dois gradientes da pressão e um que é proporcional ao produto do gradiente da pressão pelo 
gradiente da temperatura. Vale ressaltar, aqui, que o coeficiente desse último termo contribui 
significativamente para a pressão dinâmica, muito mais que o coeficiente do laplaciano da tem­
peratura, como poderemos verificar no próximo capítulo, onde voltaremos a comentar esses 
resultados.
Outro fato que merece ser mencionado com relação à pressão dinâmica, e que pode ser 
facilmente constatado, é que tanto para baixas temperaturas como para altas temperaturas os 
coeficientes se anulam, o que é verdadeiro quando se trata de gases monatômicos rarefeitos.
A seguir, analisaremos os resultados obtidos para o fluxo de calor, equação (2.48). Como 
podemos observar, essa expressão é composta por nove termos, sendo o primeiro deles a forma 
relativística da lei de Fourier, que surge como resultado da primeira iteração maxwelliana. O 
termo seguinte, linear e proporcional ao gradiente do divergente da quadrivelocidade, é um 
termo cujo coeficiente se anula para o caso de altas temperaturas e tende a um valor finito 
no caso de baixas temperaturas, diferentemente de todos os demais termos. O coeficiente do 
termo proporcional ao gradiente da pressão vezes o divergente da quadrivelocidade, isto é, 
A4, anula-se no caso de baixas temperaturas, enquanto que os demais coeficientes tendem a 
um valor limite. A seguir, verificamos que, para 0 caso de baixas temperaturas, a equação de
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Burnett relativística para o fluxo de calor apresenta o mesmo resultado obtido por Wang Chang 
e Uhlenbeck [22].
No que se refere à equação de Burnett relativística. (2.50), observamos que ela é composta 
por dez termos, sendo o primeiro oriundo da primeira iteração e os nove restantes da segunda 
iteração. O segundo termo apresenta uma força que é dada pelo laplaciano sem o traço da 
temperatura, o terceiro uma força dada pelo laplaciano sem o traço da pressão. O quarto, o 
quinto e sexto termo apresentam combinações dos gradientes sem o traço da temperatura e 
da pressão, enquanto que os demais são combinações do gradiente da quadri velo cidade sem o 
traço. E, analogamente ao caso do fluxo de calor, a expressão relativística apresenta o mesmo 
resultado obtido por Wang Chang e Uhlenbeck quando passamos cada termo para o caso não- 
relativístico.
No capítulo 4, aplicaremos os resultados encontrados ao longo desse capítulo, no estudo da 
propagação de ondas sonoras.
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Capítulo 3
Modelo Cinético de Anderson e W itting
3.1 Introdução
Ao longo deste capítulo nos defrontaremos com dois objetivos principais. O primeiro deles 
será a determinação das equações de Burnett relativísticas segundo o modelo desenvolvido por 
Anderson e Witting [24], que simplifica, significativamente, o termo de colisão da equação de 
Boltzmann. Esse modelo também é conhecido por modelo de tempo de relaxação, que é uma 
variação, para o caso relativístico, do modelo BGK desenvolvido por Marle [27] em 1965.
No modelo de Marle, a equação de Boltzmann, para um gás relativístico e sem forças 
externas, é dada por:
p' a £  =  “ 7 ( /  “  /<0>)’ (31)
onde m  é a massa de repouso de uma partícula do gás, r  é um tempo característico que está 
relacionado com o intervalo de tempo entre duas colisões sucessivas entre as partículas e /  e 
/(°) são as funções de distribuição fora do equilíbrio e no equilíbrio local respectivamente.
Por outro lado, a equação de Boltzmann, segundo o modelo BGK relativístico, proposta 
por Anderson e Witting, tem a seguinte forma:
^  =  - ? r ( / " /<0,)' (3-2)
Comparando-se as duas equações, vemos que elas são ligeiramente diferentes, isto é, na 
equação de Marle o termo de colisão é escrito, explicitamente, em função da massa m  das 
partículas, e na equação de Anderson e Witting ele é expresso em termos da quadrivelocidade, 
do quadrimomento e do quadrado da velocidade da luz, isto é, t/£pMc-2, onde o índice L, na 
quadrivelocidade, significa que estamos considerando a decomposição de Landau e Lifshitz, que 
será discutida com mais detalhes na próxima seção.
A pergunta que se poderia fazer agora é: por que Anderson e Witting escolheram essa
forma para a equação de Boltzmann? Para responder a essa pergunta consideraremos que
54
a função de distribuição nas equações (3.1) e (3.2) não dependa das coordenadas espaciais 
e ainda utilizaremos o referencial de Lorentz em repouso no fluido, isto é, =  (c, 0,0,0). 
Desta maneira, o termo de corrente para ambas as equações se reduz a e obtemos assim 
duas equações diferenciais lineares de primeira ordem não homogêneas. A solução para essas 
equações pode ser encontrada em qualquer livro de cálculo superior, como, por exemplo, [20], 
podendo ser escrita da seguinte maneira:
(3.3)f m , a w { t ) - e  — - - —  í  eT<m’‘“) / (0)(í/)dt' +  /(0)
L-L(m,aw) ■'O
onde adotamos a seguinte convenção : / m(í) é a solução para a equação de Marle, enquanto que 
fa w (t ) ,  a solução para o modelo de Anderson e Witting. Assim Tm =  E r /mc2 é o tempo de 
relaxação da função de distribuição, correspondente à equação de Marle. Observamos que esse 
tempo é uma função da energia da partícula E  — cp°. E Taw =  r  é o tempo de relaxação da 
equação de Anderson e Witting. Desta forma, para o caso não relativístico, temos que E  «  mc2 
e, portanto, T(m,aw) =  t ,  para ambas as equações. Por outro lado, quando consideramos 
partículas de massa de repouso muito pequena, como é o caso dos neutrinos, E = c[p| e o 
tempo de relaxação da função de distribuição Tm tende para o infinito, enquanto no modelo de 
Anderson e Witting isso não acontece. Desta maneira, observamos que o modelo de Anderson e 
Witting é mais geral do que o modelo de Marle, pois, além de satisfazer o caso não-relativístico, 
ainda pode ser aplicado a partículas de massa muito pequenas.
O segundo objetivo deste capítulo será fazer uma análise através de gráficos para todos 
os coeficientes que aparecem nas equações de Burnett relativísticas, obtidos pelo modelo de 
Anderson e Witting, e aqueles obtidos na seção (2.7), do capítulo 2, através da solução da 
equação de Boltzmann exata, aplicando-se o método de Grad.
3.2 Decomposição de Landau e Lifshitz
Da mesma maneira que no capítulo 2, a fim de podermos obter as equações de Burnett 
relativísticas, precisaremos determinar a função de distribuição fora do equilíbrio / ,  ou a função 
de distribuição de Grad. Como podemos observar na equação (3.2), o termo de colisão é função 
apenas da diferença entre as funções de distribuição fora do equilíbrio e no equilíbrio local. 
Bem mais simples no entanto, do que na equação de Boltzmann exata, onde temos uma integral 
envolvendo o produto de duas funções de distribuição, uma para cada feixe de partículas.
Para encontrarmos as equações de Burnett relativísticas, no capítulo 2, empregamos o 
método de Grad e a decomposição devida a Eckart [16]. Segundo essa decomposição, a ve­
locidade hidrodinâmica UM está diretamente relacionada ao quadrifluxo de partículas N^, de 
acordo com a relação:
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jVM
W  =  c~ f ~ =. (3.4)y/lW N/  V '
Essa definição está normalizada segundo a relação =  c2, como vimos no capítulo 1. 
E, assim, a (3.4) pode ser escrita como:
onde n =  N^U^c'2 é a densidade do número de partículas. Vimos, também, que o tensor 
energia momento nessa decomposição era dado segundo a equação (1.69) por:
1 77 p
T !V = p<^> _ ( p + +  — (U»?  +  lF<f) +  - fU » U ". (3.6)
c
Vejamos, agora, como fica definida a quadrivelocidade hidrodinâmica U£ e o tensor energia 
momento T tíV na decomposição de Landau e Lifshitz [28]. Neste capítulo, empregaremos o índice 
L para salientar que estamos considerando a decomposição de Landau e Lifshitz. Portanto, 
nessa decomposição, a quadrivelocidade é definida por [11]:
rT J T » v=  c u ^  ( 3  7 )
yJUaT aaTapU0
De acordo com essa definição, a quadrivelocidade está relacionada ao fluxo de energia, ou, 
o que é equivalente, à densidade do momento. Analogamente à decomposição de Eckart, essa 
velocidade também tem a normalização = c2.
O quadrifluxo de partículas e o tensor energia momento têm, nesse caso, a seguinte decom­
posição:
N» =  nLUl 4- F ,  (3.8)
T ^ = p< ^>-  +  +  (3.9)
Observamos que na equação (3.8), para o quadrifluxo de partículas, aparece o termo F ,  o 
qual, como veremos a seguir, está relacionado com o fluxo de calor e com a pressão dinâmica.
Dadas as definições acima, vamos estabelecer agora as relações que existem entre as
grandezas termodinâmicas nas duas decomposições. Iniciemos comparando a equação (3.5) 
e a (3.8) para JV7*, isto é,
n U = nLUl  +  F .  (3.10)
56
Multiplicando-se agora, escalarmente o lado esquerdo dessa igualdade por nU^ e o lado 
direito por tilUlh + I^, aplicando-se a normalização para a quadrivelocidade e ainda levando-se 
em conta o fato de que P  é perpendicular à quadrivelocidade Ul^, isto é, {7lmP  =  0, obtemos:
n = ^ + M 1 + r ? 7 ' 7 " ) ’  ( 3 u )
que é a relação entre as densidades de partículas nas duas decomposições. Observamos que 
em uma teoria linear o segundo termo, proporcional ao produto PJ^. é desprezado, e temos
então que n =  n^. Salientamos, ainda, que não iremos considerar termos de ordem superior
aos termos quadráticos, por isso o resultado (3.11) é aproximado.
Da igualdade (3.10), podemos obter ainda uma relação entre as quadri velo cidades nas duas 
decomposições, a saber:
U? = — £P -  —  P ,  (3.12)
nL nL
ou, considerando-se a relação aproximada para as densidades do número de partículas (3.11),
Com o auxílio das transformações para a densidade do número de partículas n e da 
quadrivelocidade £P, podemos, analogamente, obter a seguinte relação entre os projetores nas 
duas decomposições:
A f  = t T  ~  =  A ^  -  —t—tU^U1'IaIa H— —r ( U^Il/ + -  - ^ P P ,c2 n2cA nc2 \  /  n2c2
(3.14)
onde, segundo a nossa aproximação, consideraremos somente duplos produtos envolvendo P .
De posse da transformação para o projetor A d a  quadrivelocidade e da densidade do 
número de partículas, podemos, agora, relacionar as expressões para o tensor energia momento 
nas duas decomposições . Portanto, das equações (3.6) e (3.9), obtemos:
p<^> - ( p  + w )a ^  +  %U<>lqu> +  ^ t W 17 =  v T v> P l  +  t z l  + 3 nc2
hLI aIa A f
2 :(®l +  nLhL)U<flI v> +  +
eLnL
2 n2c2
pLI aIa CPCP, (3.15)
onde utilizamos as seguintes relações:
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U»F  +  *7*7 * =  2U<tiI v> +  h p i a ò T  =  2U<ttF > + —  f L A " " ,  (3.16)
3 3nr
U »?  +  *7« ^  =  2f/<*çl,>, /„[/* = — / “/*.
nL
(3.17)
Comparando-se ambos os membros da igualdade (3.15) e, ainda, considerando-se a definição 
da entalpia por partícula Hl = £l + Pl / kl , obtemos as seguintes relações para as grandezas e 
fluxos termodinâmicos:
• Temperatura
T r = T 1 +
2n V  (1 -  5Gl Z -  £2 +  G U 2) I aIa
• Pressão Hidrostática
Pl =P
• Entalpia por Partícula
hr = h
r, , 1 M + G G l - G Í Q  rar
2n2c2 (1 -  5Gl Ç -  e2 +  GIZ2) a
1 +
2n2c2 ( l - 5 G LÇ -Ç 2 + G2Le )
I aIa
•  Pressão Dinâmica
m  (3£ +  20Gx -  13GU ~  2G ^ 2 + 2G |£ 2) ra r 
w l = w  — ;------------r,— — /-o . ^>. ---------- 1 •*<*>n ( i - 5 G u - e + G i e )
• Quadrifluxo de Partículas
F  =
• Deviante do Tensor Pressão
' h qtl + nh2™ ^ ’
h< f lV >  _  n < f lV >  _  J J _  T < H  T V >







Nas relações acima, Gl =  Gl($) e £ =  rru?/kTL- Podemos, também, escrever as seguintes 
relações para os operadores:
v ‘ = v - s k
t f  D  + U " f V „ (3.24)
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as quais correspondem às relações de transformação para a derivada temporal convectiva e 
para o gradiente. Na seção (D.l) do apêndice D, mostramos, em detalhes, como determinamos 
algumas das relações de transformação referidas acima.
3.3 A Função de Distribuição de Grad e a Expressão
para o Terceiro Momento na Decomposição de Lan- 
dau e Lifshitz
Devemos recordar que um dos nossos objetivos neste capítulo é a obtenção das equações de 
Burnett relativísticas no modelo descrito por Anderson e Witting. Para tanto, analogamente 
ao desenvolvimento descrito no capítulo 2, para a equação de Boltzmann exata, vamos precisar 
das expressões para a função de distribuição de Grad e do terceiro momento, porém agora na 
decomposição de Landau e Lifshitz. Para a determinação da função de distribuição de Grad, 
nesta nova decomposição, faremos a sua expansão num polinómio no quadrivetor quantidade 
de movimento em torno da função local de Maxwell-Jüttner,
/  =  / i 0) (1 +  +  W V O , (3-25)
onde os coeficientes rM e rM„ são calculados a partir das definições do quadrifluxo de partículas
N 1* e do tensor energia-momento T7*", dados respectivamente por
N *  =  c J p " f ^ r ,  T ^ = c J  <3-26)
e a função de Maxwell-Jüttner nessa decomposição é:
f(°) = _____ VlL._____ p ~ k ( o  27)
}l 4-KkTLm 2cK2(Ç) ' ( }
Os coeficientes r^ e podem ser decompostos da seguinte maneira:
=  AlUlh + (3.28)
T nu =  ^L9lJ.i'+Ã.LULfI,Ui/I/+-Ai(AL(TuULn+^LcriiU]i/V)+ A f<TT>(ALcrflALri/ — -^^L(TT^L^)- (3.29)
Assim, para determinarmos a forma completa da função de distribuição (3.25), devemos 
calcular as quantidades A ,̂ A£, AL, ÃL, A£ e Af<7T>. Para tanto, devemos substituir as decom­
posições para e para e a função de Maxwell-Jüttner (3.27) na função de distribuição (3.25). 
A seguir, substituimos essa expressão resultante para /  nas definições para N M e dadas
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em (3.26) que, depois de resolvidas, devem ser comparadas com (3.8) e (3.9). Esse processo 
nos fornecerá um sistema de equações envolvendo essas quantidades e os fluxos termodinâmicos 
que, ao ser resolvido, nos fornece:
A" =  1 Gl ju Xu _  (£ +  5GL) I v
(e +  5Gl -  ÇGl) PLkTL ’ ~  (£ +  5GL -  ÇG£) pL ’ (3-3°}
A<<rr> - Pl °t> £ 1 x   3(g +  6Gl -  G|Ç)_w L /•oq1\
L pL 2Gl m2c2 ’ L (3^ + 20GL - 2 G Le  -13eG !i  +  2e2G i)p í,Â:Ti  1 j
a  (e3 + 5 G ^ 2 -  e e c j  -  G ie3 +  i s g l + 20  ^
L (3£ +  20G* -  2Gz,£2 -  13£G2 +  2 ? G l)  pLkTLmÇ ’ [ó'á J
Ã  _______ (1 -  5Gl Ç -  £2 +  G |£ 2)__________ w L
L (3£ +  20GL -  2Gl?  -  13£Gi +  2£2C?i) ^k2T 2l P l ' [ ' }
Assim, de posse desses resultados, encontramos a função de distribuição de Grad na de­
composição de Landau e Lifshitz,
m , ( l - 5 G i í - í 2 +  G l í2)f  = / f  {1 + pL (3£ +  20Gl  -  2Gl ?  -  13£G| +  2 ^ )
x (15Gi +  2? -  6G1Ç +  5Gj,í2 + í 3 - G i e )  , 3{ (f + 6G l  -  GjQ^^2/1 C2 i n2 c2\(1 -  5 GjX ~ e  +  Gf,£2) mc2 (1 -  5GL£ -  £2 +  G2̂ 2)
£ iv.
w i p l»pl» \ + ü i t + s G L - a t )  r ( e + 5Gl)pl^ + w l u íPl»Pl
Gl
~— õr~~2~2P^P lu f- (3.34)
Pl  2G l w t ic z J
cuja forma difere da expressão (2.16) vista no capítulo 2, que emprega a decomposição de
Eckart, somente nos termos envolvendo o quadrifluxo de partículas I*1.
Encontrada a função de distribuição fora do equilíbrio (3.34), podemos determinar a ex­
pressão para o terceiro momento, dada por:
.d3p
pO
Portanto, substituindo-se a função de distribuição (3.34) nessa equação para o terceiro 
momento e fazendo-se as integrações necessárias, com a utilização dos resultados para as inte­
grais Z ai0C2- an descritas na seção A.4 do apêndice A, simplificando-se, chegamos ao seguinte 
resultado:
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= (nLCL1 + CL2tul)UZUZU[ +  j ( n Lm 2 -  nLCL1 -  CL2w L){g^U cL +  g ^ U vL +  g ^U l)
- h LCL%{ f vr  +  g ^ F  +  guaF )  +  (m2 + 6mGLCLZ)(U£UZIa +  [/££/£/" + U^U[F)
+C4{pt,ll'>U[ +  v T > U l  +  Pr a>UZ), (3.36).
que, assim como a sua expressão equivalente na decomposição de Eckart (2.21), é dada em ter­
mos dos quatorze campos, e difere daquela nos termos dependentes do quadrifluxo de partículas 
F .  Os coeficientes C u , C l2, e C u  assumem a mesma forma, assim como estão definidos em 
(C.171), porém salientamos que G{Ç) deve ser substituído por Gl{Ç) e Ç por £, enquanto para 
o coeficiente Clz temos uma forma diferente que é dada por:
6 l Z  =  _ Í ( í  +  5 G i - G Í Í ) '  ( 3 , 3 7 )
3.4 As Equações de Burnett Relativísticas no Modelo 
Cinético de Anderson e Witting
Com o que vimos nas seções anteriores, já  estamos aptos para a determinação das equações 
de Burnett relativísticas no modelo cinético de Anderson e Witting.
Multiplicando-se ambos os membros da equação (3.2) por cpupa, integrando, e aplicando-se 
a definição (3.35) para o terceiro momento, a equação de Anderson e Witting fica escrita como:
d =  _ E h L _  Tj™\ (3.38)
Cl T
onde TgUa é a expressão para o terceiro momento na decomposição de Landau e Lifshitz para 
o equilíbrio, isto é, quando fazemos na expressão (3.36) vol =  0, P  =  0 e Vl^  — Que s^° 
os valores em equilíbrio para os fluxos termodinâmicos.
Multiplicando-se ambos os membros da equação (3.38) por UluUlc obtemos o seguinte 
resultado:
-(m 2 -I- Cl^ D lUl — - ^ r ( nLCLi + CL2zol)Dl,Tl +  +  g nLm2 +
+ c w i ) ] v Lv.ui  -  \ ^ - ( t í Lc u  + hl &Lt) r n7l j r Il -  ^ C u p f r ^ u ^
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+  {rn2 +  ^ h LCiaJVL#ÍP  -  | ( m 2 +  ^ h LCL̂ I» D LULlJÍ =  ^ C L2w L, (3.39)
que é a equação de campo para a pressão dinâmica no modelo de Anderson e Witting. Para 
determinarmos esse resultado, consideramos a expressão para a derivada do terceiro momento 
dfj,Ttu/<r, que se encontra explicitada na seção (D.3) do apêndice D.
Multiplicando-se agora a (3.38) por ULvA TLa, chegamos ao seguinte resultado:
c2r i c4 r £
nLm2 +  5(nLCL1 +  CL2w L) DLUTL +  — (m2 -  CLi)V TLnL + ^ r (nLC\ +  C'2w L)V TLTL
J o L 1 L
Tl
+(m2c2 + 6hLÕL3)(rVuUl + r V u U l)  -  hLC'L3 + h'LÕL3)rDLTL
1 L
+(m 2c2 +  5 hLCLZ)DLF  +  hLCL3IaV TLUZ =  - - ( m 2c2 +  5 hLCLZ)IT, (3.40)
T
que é a equação de campo para o quadrifluxo de partículas I T.
E, finalmente, multiplicando a (3.38) por ( A ^ A ^  — \ A Lu(JA T̂)  e ainda fazendo uso da 
relação (2.36) obtemos:
Ci4(A gA Í,jD i pf'“'> + | p ? r>V L,U l ~ l p t ‘<’>'V l> V u + ‘lp ? ’>V L<M >)  + j ( n Lm2
- n LCL i -  +  fr(/>i<?i3 +  hLC 'L^I<eV t T L -  DLTL
^ h L Õ u V f l * *  +  2 (m2 +  =  - — p f T>- (3.41)
T
que é a equação de campo para o deviante do tensor pressão.
Agora que temos as equações de campo para os fluxos termodinâmicos, escritas no modelo 
de Anderson e Witting e na decomposição de Landau e Lifshitz, podemos escolher dois caminhos 
alternativos: um deles, seria eliminar as derivadas temporais convectivas dessas equações, isto 
é, no caso da equação de campo para a pressão dinâmica, eliminar D iT i  e DlU£, as
quais seriam obtidas através das equações de balanço para o quadrifluxo de partículas e para 
o tensor energia momento T definidas por (3.8) e (3.9) e assim obter a equação de evolução 
para vjl- Procedimento análogo realizamos no capítulo 2, aplicando o método de Grad. E, 
desta forma, obter todos os coeficientes que aparecem nas equações de Burnett relativísticas.
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0  outro procedimento a ser seguido, e que será adotado por nós, é o seguinte: como queremos 
comparar os resultados obtidos para os coeficientes das equações de Burnett, através deste 
modelo, com aqueles obtidos pela equação de Boltzmann exata, vamos, a partir das equações 
de campo para os fluxos termodinâmicos, fazer as transformações da decomposição de Landau 
e Lifshitz para a decomposição de Eckart.
Desta maneira, considerando-se, na equação de campo para a pressão dinâmica (3.39), as 
relações de transformação que se encontram na seção (3.2) e que são dadas por (3.11), (3.13), 
e (3.18) até (3.23), assim como, utilizando-se as expressões para os operadores V l e Dl dadas 
por (3.24), obtemos a seguinte equação:
w +  - C 2Dvü
z
+  C ’2w \ ( d T  + + i  L m 2 +  õínCi + C2w)
i r  ( x +
- f U m2+ v - T + U ( i Õ 2 + ô ' ^ t } + ( 3 -4 2 )
que é a expressão para a pressão dinâmica. Observemos que o último termo surgiu do fato de 
termos considerado a relação de transformação (3.21) para zul- Notemos, também, que essa 
equação está expressa em função de Ç e G(C)-
Da equação de campo para o quadrifluxo de partículas I T (3.40), considerando-se as mesmas 
relações de transformação empregadas para o caso da pressão dinâmica, obtemos:
T ÇGC9 f C2 f 2—-------  —  < — nm
m  Cn
C  1 h ' T ,
Õ T l  6 r  +  5(nCl + lDUT + n h ATfíDqlM + f 7 T h J qTDT
c4 
+  ?
(m2 _ c o ( ^ r  +  i W
p
JcT2
Vt t )  +  £ ( nC[ +  C'2w )V t T  -  C2V Tw c2 Í c /p<MT>v Mr
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+bhT  ( k>03 +  h õ ^ TDT ~  +  5 ^ )  (A IDq» +  ~ q TDT^ -  C . q ^ U ^
-.2̂ 2
- ( ™ ^  + 6C3 )[qTV llUtí +h )  ( V v ^  ^  V ^ tr )  +  C4 fc2VMp</iT> -  2p<fiT>DUfl
4 h( m 2 +5cOropcr+á ( m2 - cOro(^ vrp - ̂ vtt
c4 < c ;  1
+  e f  T roV T ) ’
(3.43)
que é a equação para o fluxo de calor. Analogamente, considerando-se a equação (3.41) 
chegamos ao seguinte resultado:
P<T€> =  - 1C4 [A<TA^>Dp<>lu> + 7-p<Tt>V,U» -  2p<€<a>'VT>U(r + 4p<í<T>V <<TUZ>
V < ,c r >  +  ^ V < ‘ ?T > - ^ <Tv<>p+;ir (1+§ V v,>r
nc2T
q<fDUT > -  | c 2̂ V <e17T> -  £ C'Ap<re>D T
2
V m ‘
+ 6m G C ^q<eDUT> -  Z f ( j C 3 + c£)q<€V T>T  +  2C3V <€qT>
+2 Í h- C 3q< -r> T } +  JL -A ’ ( v < ' r V ~ T -  ^ V « T V - p +  ^ V « PV - P) ,  (3.44)
que é a equação para o deviante do tensor pressão.
Desta maneira, agora que temos as expressões para os fluxos termodinâmicos, w, qT e 
p<€T>, vamos, analogamente ao que fizemos no capítulo 2, aplicar sucessivamente o método da 
iteração maxwelliana, a fim de obtermos, inicialmente, as equações de Navier-Stokes e Fourier, 
e em seguida, as equações de Burnett relativísticas.
Assim, façamos a primeira iteração maxwelliana nas equações de evolução dadas por
(3.42), (3.43) e (3.44). Para tanto, substituiremos os valores em equilíbrio para os fluxos 
termodinâmicos, isto é, w  =  0, qT =  0 e p<eT> — 0 no lado direito dessas equações. Desse 
modo, obtemos:
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Ç(1)T =  AAW( v TT  -  ^ s r p ) ,  p(1)<£T> =  2pAWV <(UT>, (3.45)
onde rjAW, XAW e p,AW são os coeficientes de transporte para a viscosidade volumétrica, condu- 
tividade térmica e viscosidade de cisalhamento no modelo de Anderson e Witting, representado 
pelo índice (AW) e que são, respectivamente, dados por:
AW 1 (m*T)1/2 CCI ,
onde o coeficiente C é definido por:
67r a C tCu'
1 ('k3T \ 1/2C<;GC$
27t<j  vy m  J Cu
1 (ímkT)1' 2 CG2
2ir a (C +  6 G)
ÇGCe \ 1/2
" 1 c 9 .j ’
»AW =  (3-48)
(3.49)
e os demais Cn encontram-se definidos na seção (C.7) do apêndice C.
Para obtermos as expressões (3.46) até (3.48), tivemos de fazer a seguinte consideração a 
respeito do tempo característico r: o tempo característico adotado, geralmente, nos modelos 
cinéticos é proporcional ao tempo entre as colisões das partículas e, no caso do modelo de esferas 




onde a é o diâmetro das partículas e está relacionado com a seção de choque diferencial a por 
a2 =  2a. E i)s é a  velocidade adiabática do som, cuja expressão é definida por:
vs =
(Ç2 +  5GÇ -  G V )  kT-l w  
l  ftocS )  lG(C2 +  5GÇ -  G2Ç2 -  1) m  J ’ '
onde utilizamos o fato de que hQ =  mc?G e c° e c° estão dados por (E.31). Assim, com as




G(C2 + 5 G C -G 2C2 - 1 )  ml>/2
C(C +  5 G - G 2C) kT  J '
Vamos, agora, proceder à segunda iteração maxwelliana. Para tanto, devemos substituir as 
expressões obtidas para q ^ T e p(1)<Te> dadas, respectivamente, por (3.45) nas equações
(3.42), (3.43) e (3.44). Nestas condições obtemos os seguintes resultados:
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w (2) = +  âwV vV uT  _  ^ w Ví|V#*p +  ^ V ^ P V . Í / 1' + r^V^TV^T
+VÍw V W v [tlUl/], (3.53)
çr(2) _  xAW(VrT -  ^ V TP) +  Xf^WV^U11 -  \$ wVaV<<TUT> -  Xfv VTTVllUtl
- A +  \ § WV  ap V <aUT> -  \ AWV aT V <aUT>
+ \ f vV ap V [aUT] -  \ AWV aT V ^ U T\  (3.54)
p<€r>(2) =  2pAWV <eUT> +  pAWV <€V T>T  -  pAWV <eV T>p + p$w V <eT V T>T
+ p fw V <€p V T>p -  nAWV <tp V r>T  +  p ^w V <€-Ua>V^Ua
- p AWV <eUT>V aU" ~  +  / x ^ V <£C/<TV(rt/T>, (3.55)
que são, respectivamente, as equações de Burnett relativísticas para a pressão dinâmica, fluxo de 
calor e deviante do tensor pressão, para o modelo de Anderson e Witting. Analogamente ao que 
fizemos no capítulo 2, para o caso da equação de Boltzmann exata e aplicando-se o método de 
Grad, escrevemos todos os gradientes e derivadas materiais que aparecem nas equações (3.42),
(3.43) e (3.44) em termos dos gradientes da temperatura, da pressão e da quadrivelocidade. Para 
tanto, fizemos, mais uma vez, uso das expressões que se encontram deduzidas na seção (C.4) do 
apêndice C. Como ficou dito acima, todo o processo é análogo ao desenvolvido no capítulo 2,
de modo que não vemos razão para repeti-lo em detalhes, aqui, novamente. Se observarmos as
equações de Burnett encontradas no capítulo 2, veremos que mantivemos os mesmos termos e 
na mesma ordem. Apenas, como era de se esperar, os coeficientes de transporte são diferentes. 
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Coeficiente 77̂AW
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Vejamos, agora, as expressões completas para os coeficientes de transporte que aparecem 
na equação de Burnett relativística para o fluxo de calor:
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A AW 1 kTÇ G 2C6 n C l2 C ^ . 5 G \ 1  Cf / 1  5 G \
47t2na2 G11 U c5 GV C /J 3 C 6C12 \G
C GVCe ).
 yj G G
CGCf)






1 kT  C G4G6





J _ _ k _  /  _  G C e\l' 2ÇGCg( r Çi2
47r2 na2 V Cg )  Cn  ILG V C /  C5 .
d r /  g c 6 ' \ 1/2 ^  1
dC lv c 9 ,' 3 G 6G 12J
_5_
C6
1 dG . d_f G
+
C C W C  d Ç \ Ç C 9J \)](-
GCe\V2Ç2GC$ 
Cg )  Cu
1 +  r2—  (  ^ 12>\ -  —  
d ç K ç c J  G
( cc6y/2 ci ri 5C\r í /  c9 y/2cn'd r/ cc6\v2cgc<
A C g )  3 C6C12 VG CCg/i c 6 l  CC6y GCgdCLV C9 y Cn
+è ( 1_cõ)(1+<§ )~
1 _  J _
3 ~ CG +
C áCl CCG2
GGe dC J Cn (3.66)
• Coeficiente Xf w
4 47T2 n2cr2 \  Cg )  Cn  l L
5Ci2
CCC5J
(  _ 9Ç 1\ l / 2_ Ç l _
V C g )  3 C6C12 GC6 VG
5 G \ d
CC97dC [ ( -




IGCe \G 2 GC
5 \  5 d ( G
+
 C Cg) GCedÇKÇCg( Â )
1 / 2  1 1  
3 C6 ' GCCe (G )  ' CCVGGe +  G +  C
1 1
1 /  20 10 5 5 \   
C2G9 V Ce +  Cg + G\
G2C2 G2CG6/J)](-
G c6y / 2cG c92 
c 9 / a i }■
• Coeficiente Xf w
\A W
5
1 1 G2C6 r(C +  7G)




=  _ L _ L (  _  ÇÇ eV /2ç ç ^  f _  , £ \ (  _
6 7T2na2 \  C9 7 Cn l ^dCLV
GC6\ 1/2 G2 
C9 /  (C +  6G)
2 dC V CG
C + 6G\ /  GG6y / 2 G2 /  GC6y / 2G2C9)
cc y v c9 y c+6G v c9 y 4cu r (3.69)
69
• Coeficiente \ * w
\ aw =  1 1 (GCeCj ( ,  _  5G*\
7 2tt2 n2a 2 Cft V C c J ’ (3.70)
• Coeficiente Ag ̂
\ aw  __ 1 k ( 2G2C6C$ /  ^  5C2'
8 2ir2ncr2 Cft V CG9, (3.71)
Finalmente, vamos escrever as expressões para os coeficientes da equação de Burnett rela- 
tivística para o deviante do tensor pressão:
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Com a determinação desses coeficientes, concluímos a primeira etapa deste capítulo. O 
segundo objetivo será comparar esses resultados com aqueles obtidos através da solução da 
equação de Boltzmann exata e que se encontram explicitados na seção (2.7) do capítulo 2. 
Portanto, na próxima seção, iremos comparar esses dois resultados, analisando-se os gráficos 
para cada coeficiente nos dois métodos em função do parâmetro C-
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3.5 Comparando os Coeficientes de Transporte
Como já comentamos acima, nesta seção, compararemos os resultados obtidos para os 
coeficientes de transporte que aparecem nas equações de Burnett relativísticas e que resultaram 
da solução da equação de Boltzmann exata, com aqueles obtidos através do modelo cinético 
de Anderson e Witting. Para alcançarmos tal objetivo, faremos os gráficos para cada um dos 
coeficientes e estudaremos o seu comportamento para uma faixa de valores para a quantidade 
adimensional £.
Assim, nas figuras 3.1 até 3.8 temos os gráficos comparativos correspondentes aos coefi­
cientes das equações de Burnett para a pressão dinâmica (2.45) e (3.53). Nas figuras 3.9 até 
3.16, temos os gráficos comparativos correspondentes aos coeficientes das equações de Bur­
nett para o fluxo de calor (2.48) e (3.54) e, finalmente, nas figuras 3.17 até 3.25 os gráficos 
correspondentes aos coeficientes das equações de Burnett para o deviante do tensor pressão
(2.50) e (3.55). Nas figuras 3.26, 3.27 e 3.28 apresentamos os gráficos correspondentes aos co­
eficientes de transporte das equações de Navier-Stokes e Fourier nos dois métodos. Em todos 
os gráficos temos duas curvas: uma com linha cheia, que representa o resultado do coeficiente 
encontrado para a equação de Boltzmann exata, e outra com linha tracejada, que corresponde 
ao resultado encontrado para o mesmo coeficiente no modelo cinético de Anderson e Witting. 
Todos os gráficos são dados em função do parâmetro £ =  mc2/ k T , eixo horizontal. No eixo 
vertical indicamos os coeficientes, sem a sua dimensão, que estão sendo comparados. Temos, 
ainda, em cada gráfico, uma legenda, para que não haja qualquer dúvida com relação ao método 
ou modelo a que uma determinada curva corresponde.
As curvas representadas em cada gráfico foram ajustadas no limite ultra-relativístico, isto 
é, para ( C l .  Esse procedimento é permitido em decorrência da flexibilidade no cálculo do 
tempo entre duas colisões r. Vimos na equação (3.50) que esse tempo foi calculado em função 
da velocidade adiabática do som vs, dada por (3.51). Mas, esse mesmo tempo, poderia ter sido 
calculado utilizando-se por exemplo a velocidade média das partículas ou ainda pela velocidade 
relativa de Mpller g. Assim, como temos esta arbitrariedade na escolha da velocidade, podemos 
multiplicar esse tempo característico por um fator que nos permita ajustar as curvas em um 
determinado limite, no caso ajustamos no limite ultra-relativístico. Em particular, para o caso 
dos gráficos correspondentes aos coeficientes da pressão dinâmica, figuras 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4 
obtivemos os seguintes valores para o ajuste:
onde os índices EBE e AW correspondem, respectivamente, ao coeficiente obtido pela equação 
de Boltzmann exata e pelo modelo de Anderson e Witting. Como nós não encontramos as 
expressões algébricas para os limites não-relativístico e ultra-relativístico para os coeficientes 
de transporte obtidos pelo modelo de Anderson e Witting, os valores para os ajustes foram 
encontrados a partir do cálculo númerico, quando da obtenção dos dados necessários para a 
otenção das curvas indicadas nos gráficos. As expressões para os coeficientes obtidos pela 
equação de Boltzmann exata, no caso da pressão dinâmica, são dadas pelas equações (2.57), 
(2.60), (2.63), (2.66), (2.69), (2.72), (2.75) e (2.78).
Figura 3.1: Gráfico comparativo para o coeficiente 771.
Vamos, agora, analisar cada uma das curvas que aparecem nos gráficos correspondentes 
aos coeficientes de transporte da equação de Burnett para a pressão dinâmica, isto é, figuras 
3.1 até 3.8. Para o primeiro gráfico, coeficiente 771, observa-se que as curvas coincidem até 
aproximadamente 0 valor £ — 1, o que corresponde a um regime relativístico. A partir desse 
valor, as curvas tomam rumos diferentes e nas regiões para Ç > 20, seguem paralelamente, 
tendendo para zero no regime clássico. Se compararmos este gráfico com 0 gráfico representado 
na figura 3.26, para 0 coeficiente de viscosidade volumétrica, concluiremos que o coeficiente 
rjfBE apresenta uma contribuição maior para a pressão dinâmica que o coeficiente de viscosidade 
volumétrica 77. Esse resultado já havia sido constatado por Müller e Kremer [21].
Para os demais coeficientes observamos 0 mesmo comportamento. Desta forma, constata­
mos que, para 772, 773, 774, 775, 776, 777 e 77$, as curvas coincidem até aproximadamente Ç =  0,8; 
Ç = 0,6; C = 0)8; C =  1)0; C =  0,1; C = 0,4 e C =  0,9 respectivamente. Constatamos 
novamente que os coeficientes r/fBE, rjEBE e rjEBE são de ordem superior ao apresentado pela 
viscosidade volumétrica 77.
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Figura 3.2: Gráfico comparativo para o coeficiente %.
Figura 3.3: Gráfico comparativo para o coeficiente
74
c
Figura 3.4: Gráfico comparativo para o coeficiente 774.
;
Figura 3.5: Gráfico comparativo para o coeficiente 775.
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Figura 3.6: Gráfico comparativo para o coeficiente r)§.
Figura 3.7: Gráfico comparativo para o coeficiente 777.
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Figura 3.8: Gráfico comparativo para o coeficiente 773.
Consideremos, agora, as figuras 3.9 até 3.16, que mostram os gráficos correspondentes aos 
coeficientes de transporte para as equações de Burnett relativísticas para o fluxo de calor (2.48) 
e (3.54). Neste caso, as curvas possuem um comportamento diferente do apresentado pelos 
coeficientes da pressão dinâmica analisados anteriormente. Da mesma forma, aqui, ajustamos 
as curvas para o caso ultra-relativístico e os valores obtidos para cada par de coeficientes são 
dados por:
\ E B E  qtr \ E B E  o  \ E B E  \ E B E
~\ã w  =  í g ’ - ^ w = r  ^ W -  =  3’4722’ ^  =  1’8382’ (3-83)
\ E B E  1 q c  \ E B E  \ E B E  o c  \ E B E
Í r = ~ S 2 '  A jir  =  1-6446> ^ w = 2>0830- <3-84)
Para o coeficiente , vemos que as curvas coincidem até aproximadamente £ =  2 e depois 
para £ grande as curvas seguem paralelamente. Para o coeficiente À2, as curvas coincidem até 
aproximadamente £ =  0,5 e depois elas divergem, isto é, enquanto para a equação de Boltzmann 
exata os valores diminuem, para 0 modelo de Anderson e Witting os valores aumentam. Este 
é 0 mesmo caso para o coeficiente de condução térmica que será analisado a seguir. No caso 
do coeficiente À 3 , as curvas coincidem até £ =  1 e, em seguida, para grandes valores de £, elas 
divergem. O coeficiente À4 possui duas particularidades: ele se anula no caso não-relativístico 
e em ambos os modelos há uma região em que esse coeficiente assume valores negativos, a qual 
é um pouco mais pronunciada para o coeficiente relativo à equação de Boltzmann exata. Neste 
caso, as curvas coincidem até £ =  0, 1 , aproximadamente.
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Figura 3.9: Gráfico comparativo para o coeficiente Ai.
Figura 3.10: Gráfico comparativo para o coeficiente A2 .
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Figura 3.11: Gráfico comparativo para o coeficiente A3.
Figura 3.12: Gráfico comparativo para o coeficiente A4 .
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Figura 3.13: Gráfico comparativo para o coeficiente A5.
Figura 3.14: Gráfico comparativo para o coeficiente À6-
Os coeficientes À 5 , À6 e Ag, como podemos observar, apresentam um comportamento 
semelhante a partir do ponto em que as curvas deixam de coincidir. As curvas não seguem 
paralelamente para grandes valores de £. Para os coeficiente À5 e À6, elas coincidem até £ =  
0,4, aproximadamente, e para A8 até £ =  2. O comportamento do coeficiente A7 é diferente 
desses últimos três, pois as curvas coincidem até £ =  2; para grandes valores elas seguem 
paralelamente.
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Figura 3.15: Gráfico comparativo para o coeficiente À7.
Figura 3.16: Gráfico comparativo para 0  coeficiente Ag.
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Figura 3.17: Gráfico comparativo para o coeficiente n\.
Figura 3.18: Gráfico comparativo para o coeficiente fâ.
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Figura 3.19: Gráfico comparativo para o coeficiente ^3.
Figura 3.20: Gráfico comparativo para o coeficiente fj,4 .
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Figura 3.21: Gráfico comparativo para o coeficiente ^ .
Figura 3.22: Gráfico comparativo para o coeficiente /j,$.
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Figura 3.23: Gráfico comparativo para o coeficiente /x7.
Figura 3.24: Gráfico comparativo para o coeficiente /is-
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Figura 3.25: Gráfico comparativo para o coeficiente /xg.
Consideremos agora os conjuntos de gráficos 3.17 até 3.25, que correspondem aos coefi­
cientes das equações de Burnett para o deviante do tensor pressão (2.50) e (3.55). Inicialmente, 
consideremos os valores obtidos para o ajuste das curvas:
. . E B E  o  n E B E  . . E B E  c  . . E B E
t h   __  £  f h   —  1 O ^ 3  _  £  t H   _  -, / o  o r \
” 2’ i 4 w ~  ’ ’ i 4 w ~  2 ’ f i tw ’ ’ 1 j
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f h   _  -, 7  P 6_____ _  r^7 _  t h   _  t h   —  1 1 (O  O Z \
..AW n AW ~  ..AW ~  ..AW, ~~ ..AW  “  A» A- [O.OU)
No caso desses coeficientes, observamos que /xi, /x2) 1̂ 4 e /X5 apresentam um comportamento 
aproximadamente semelhante: as curvas coincidem até um determinado valor e após ocorre 
uma grande separação entre elas. Para esses coeficientes as curvas coincidem até C =  0,4; 
Ç =  0,3; C =  0,2 e Ç =  0,3 respectivamente. Para o coeficiente /X3, observamos que as curvas 
coincidem até £ =  0,4 e para grandes valores de £ elas seguem paralelamente. O restante dos 
coeficientes do deviante do tensor pressão, isto é, 11$, ht, \is e /x9 apresentam, como podemos 
observar, um comportamento diferente dos coeficientes analisados acima. Todos eles coincidem 
para um valor de £ =  0,6 e para grandes valores de £ as curvas seguem paralelamente. Notamos, 
também, que os valores para o ajuste dessas curvas é 0 mesmo.
Devemos observar que os coeficientes para o fluxo de calor relativos à equação de Boltzmann 
exata, que analisamos acima, correspondem às equações (2.84), (2.88), (2.90), (2.93), (2.96), 
(2.99), (2.102) e (2.105). Os coeficientes para o deviante do tensor pressão nesse mesmo método,
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comparados com o modelo de Anderson e Witting, correspondem às equações: (2.111), (2.114), 
(2.117), (2.120), (2.123), (2.126), (2.129), (2.132) e (2.135).
Figura 3.26: Gráfico comparativo para o coeficiente 77.
Para concluir este capítulo, vamos aproveitar o fato de possuirmos os gráficos que mostram 
o comportamento de todos os coeficientes de Burnett obtidos através da equação de Boltzmann 
exata, e comparar com os resultados encontrados para os coeficientes de transporte que apare­
cem nas equações de Navier-Stokes e Fourier, isto é, o coeficiente de viscosidade volumétrica, 
condutividade térmica e viscosidade cisalhante, que são dados respectivamente por (2.54), (2.81) 
e (2.108). O comportamento de cada um desses coeficientes encontra-se exposto nas figuras 
3.26, 3.27 e 3.28 e é representado pelas linhas cheias. As linhas tracejadas mostram o compor­
tamento dos mesmos coeficientes, porém, agora, no modelo cinético de Anderson e Witting, isto 
é, os coeficientes (3.46), (3.47) e (3.48). No gráfico relativo à condução de calor, a expressão 
para XAW teve que ser multiplicada pelo fator 3/ 2, pois o número de Prandtl, para gases 
monatômicos, é 2/3. A definição do número de Prandtl é Pr = Cpfx/X, onde Cp é a capacidade 
calorífica a pressão constante.
Já discutimos acima que, para os coeficientes da pressão dinâmica, figuras 3.1 até 3.8, 
ao serem comparados com o resultado obtido para a viscosidade volumétrica 77, figura 3.26, 
observamos que os coeficientes 771, 774, t]q e 777, apresentam uma maior contribuição para a 
pressão dinâmica que a viscosidade volumétrica 77.
Já para os coeficientes do fluxo de calor, como podemos comparar entre as figuras 3.9 até
3.16 e a figura 3.27, nenhum coeficiente supera 0 valor máximo obtido para a condutividade
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Figura 3.27: Gráfico comparativo para o coeficiente À.
Figura 3.28: Gráfico comparativo para o coeficiente
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térmica À, enquanto que, se compararmos as figuras 3.17 até 3.25 para os coeficientes do 
deviante do tensor pressão, observamos que pe, /j,$ e apresentam valores superiores ao 
coeficiente de cisalhamento p na região ultra-relativística e ligeiramente inferiores na região 
não-relativística.
Seria interessante saber até que ponto esses coeficientes de Burnett, que fornecem uma 
contribuição maior do que aqueles que aparecem nas equações de Navier-Stokes e Fourier, 
influem na explicação de algum problema real, como no estudo da teoria dos plasmas, na 
astrofísica ou ainda na cosmologia.
3.6 Conclusão
Começamos este capítulo apresentando e, ao mesmo tempo, justificando 0 modelo cinético 
proposto por Anderson e Witting. A seguir, vimos que a obtenção das equações de Burnett 
relativísticas, nesse modelo, estava associada à decomposição de Landau e Lifshitz e que, nessa 
decomposição, o tensor quadrifluxo de partículas N M possui uma parte fora do equilíbrio, a 
qual é dada em termos do produto da pressão dinâmica e do fluxo de calor, como podemos 
ver na expressão (3.22). Portanto, o quadrifluxo de partículas somente é definido no equilíbrio 
na decomposição de Eckart. Após, determinamos as relações para a quadrivelocidade, tem­
peratura, pressão hidrostática, entalpia por partícula, pressão dinâmica e para o deviante do 
tensor pressão, nessa decomposição.
Determinamos, também, a função de distribuição de Grad, fazendo a sua expansão num 
polinómio no quadrivetor quantidade de movimento p11 em torno da função local de Maxwell- 
Jüttner. Conhecendo-se essa função, determinamos a expressão para 0 terceiro momento TAU/CT. 
Em seguida encontramos a sua derivada daT ^ a. Desta maneira, obtivemos todos os elementos 
da equação (3.38). Procedemos, então, a determinadas projeções, as quais nos forneceram as 
equações de campo para a pressão dinâmica vol , para o quadrifluxo de partículas I T e para o 
deviante do tensor pressão p£€T>. Nas equações de campo, utilizamos as relações encontradas 
para a decomposição de Landau e Lifshitz. A seguir, eliminamos as derivadas materiais con- 
vectivas e deixamos todos os gradientes em função de temperatura, da pressão hidrostática e 
da quadrivelocidade. Pelo método da iteração maxwelliana, obtivemos as equações de Navier- 
Stokes e Fourier, e numa segunda iteração, as equações de Burnett relativísticas, as quais foram 
dadas por (3.53), (3.54) e (3.55). A seguir, explicitamos todos os coeficientes de transporte para 
essas equações. Para podermos estudar com mais detalhes o comportamento de cada coeficiente, 
representamos graficamente cada um deles, em função do parâmetro Ç A mesma coisa fizemos 
para os coeficientes de transporte obtidos da equação de Boltzmann exata, o que nos permitiu 
comparar o resultado, para esses coeficientes, nos dois métodos estudados.
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Vimos que o modelo cinético proposto por Anderson e Witting é bem mais simples do que o 
da equação de Boltzmann exata. Mas essa simplicidade, como podemos observar pelos gráficos 
estudados, fornece resultados que são aproximados àqueles encontrados quando se aplica a 
equação de Boltzmann exata. Portanto, acreditamos que o esforço desenvolvido por nós para 
obter os coeficientes de Burnett, através da equação de Boltzmann exata, está plenamente 
justificado.
Podemos citar, aqui, a título de informação, que Anderson e Payne Jr. [26], encontraram 
as equações de Burnett relativísticas, através do modelo de tempo de relaxação, utilizando 
uma versão relativística do método de Chapman-Enskog. Os resultados encontrados por esses 
autores, como pode ser constatado na referência citada acima, são, a despeito da simplicidade, 
aproximados. Analogamente, as expressões relativísticas, para os coeficientes encontrados por 
eles, recaem nas expressões clássicas, conforme Wang Chang e Uhlenbeck.
90
Capítulo 4
Propagação de Ondas Sonoras
4.1 Introdução
Podemos definir uma onda sonora como sendo o resultado de pequenas variações na pressão 
e na densidade, em relação aos valores de equilíbrio dessas grandezas, ou seja, a onda sonora 
constitui uma perturbação no gás.
A variação da pressão Ap é da forma [23]:
onde A  é uma amplitude complexa, w é a  freqüência circular da onda, k é o vetor propagação 
da onda. Se tomarmos a direção de k como sendo o eixo x, então K .f  =  k x .
No estudo da propagação de ondas sonoras, devemos antes de mais nada, decidir em qual
u. Nesse caso, a magnitude do vetor propagação deve ser complexa, de modo que em um ponto 
muito afastado da fonte não haja perturbações , isto é,
No caso (2) a perturbação do gás não é mantida constante, mas evolui a partir de algum 
valor inicial, então k = 27t/A, onde À é o comprimento de onda da perturbação inicial, e neste 
caso k é real. A freqüência uj deve agora ser complexa de modo que não haja mais perturbação 
após um tempo suficientemente longo. Assim,
Ap =  Aexp{i(K.r — wí)}, (4.1)
problema estamos interessados: (1) “O problema de fonte” (2) “O problema de valor inicial”. 
Para o caso (1) a perturbação é mantida pela ação contínua de uma fonte de freqüência constante
(4.2)
onde À é o comprimento de onda e a é o recíproco do comprimento de absorção (distância na 
qual a amplitude decresce de e-1). A velocidade de fase da onda é:
(4.3)
Em geral, a velocidade de fase e o comprimento de absorção são funções da freqüência u.
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onde u/ é uma freqüência inicial e t 1 é o tempo de relaxação (tempo no qual a amplitude decresce 
de e-1). A velocidade de fase da onda é agora dada por:
Vf = èü,' = Re(̂ )- ( 4 '5 )
Assim, a escolha de k o u  u  real em Ap  vai depender do tipo de problema em que estamos 
interessados; um problema de fonte ou de um problema de valor inicial. Qualquer que seja a 
escolha, o resultado da análise será sempre uma relação de dispersão:
F(u, k) =  0, (4.6)
que nos fornece a relação entre we/c. Para o problema de fonte resolvemos k como uma função 
de to real, enquanto que para o problema de valor inicial, resolvemos u  como uma função de k 
real. A relação de dispersão, contudo, é sempre a mesma.
A primeira teoria de propagação do som em gases é devida a Newton, publicada em 1687 
nos seus “Principia”. Ele usou um modelo análogo ao das oscilações numa série de molas 
acopladas e cometeu o erro em assumir que as compressões e rarefações seriam isotérmicas. 
O valor experimental constatado na época era de aproximadamente 1,186 vezes maior do que 
o valor previsto pela sua teoria. Newton justificou a discrepância entre esses valores dizendo 
que 1/9 do espaço seria ocupado por “partículas sólidas” de ar, através das quais o som se 
transmitiria instantaneamente.
A explicação correta só foi obtida por Laplace em 1816. Segundo ele, as expansões e 
compressões de uma onda sonora são tão rápidas que não há tempo para que a temperatura
se uniformize: não chega a haver trocas de calor, ou seja, o processo é adiabático. Mais tarde,
Stokes e Kirchhoff fundamentaram de maneira mais rigorosa os resultados de Laplace.
Ao longo deste capítulo analisaremos o problema de uma onda que se propaga através de 
um fluido relativístico viscoso e condutor de calor que, na frente da onda, está em repouso. 
Estaremos interessados somente no problema de fonte, para o qual, como discutimos acima, a 
magnitude do vetor de propagação deve ser complexa, isto é,
K — ——b toe. (4.7)
A
Neste caso, a velocidade de fase e a atenuação são dadas respectivamente por:
=  e “  =  <4-8>
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Inicialmente, estudaremos a propagação de ondas sonoras para o caso de cinco campos; 
primeiro, considerando as equações de Navier-Stokes e Fourier e, depois, as equações de Bumett 
linearizadas. A seguir, consideraremos o caso da propagação de ondas para um sistema que 
consiste de quatorze campos.
4.2 Ondas Harmônicas Planas - Cinco Campos
Estudaremos, ao longo desta seção, a propagação de ondas sonoras para o caso de cinco
campos, a saber, a densidade do número de partículas n, a temperatura T e  a quadrivelocidade
U*. Inicialmente, consideraremos as equações de Navier-Stokes e Fourier e, logo a seguir, 
desenvolveremos o mesmo raciocínio, aplicando as equações de Bumett que foram estudadas 
no capítulo 2. Aqui, no entanto, consideraremos somente os termos lineares dessas equações.
Segundo [7] e [34], temos para esses campos as seguintes soluções de ondas harmônicas 
planas:
n =  no +  nexp[i(«x — u)t)\, (4.9)
T =  To +  T exp[i(/u: — wí)], (4-10)
t/M =  (c, vexp[i(«x — wí)]), (4.11)
onde as amplitudes n, T e v são consideradas pequenas de tal forma que o produto entre 
elas será desprezado por nós. Ressaltamos também que nestas soluções no e To são os valores 
em equilíbrio para a densidade do número de partículas e para a temperatura e os termos 
envolvendo as exponenciais são as perturbações. Vemos assim que, no equilíbrio, n = no e 
T =  T0.
Comecemos analisando a propagação de ondas sonoras, levando-se em conta, primeiramente, 
as equações de Navier-Stokes e Fourier. Vimos no capítulo 2 que, para um fluido relativístico 
viscoso e condutor de calor, valem a equações (2.38), (2.39) e (2.40), isto é,
07 =  -7 7 o V ^ , =  2//0V<W>, ?  =  Ao ( V t  -  , (4.12)
que correspondem às equações de Navier-Stokes e Fourier.
As equações de campo que deveremos utilizar já  foram deduzidas no capítulo 1 e são dadas 
por (1.76), (1.79) e (1.80), que são as equações de balanço correspondentes para a densidade do 
número de partículas, para a energia e também para o momento linear. Assim, considerando 
somente os termos lineares dessas equações, temos:
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Dn + nV^Ufj, =  0, (4.13)
nDe + pV^Ufj, + =  0, (4.14)
uh , v 1
— DU» -  W (p  + m) + V vp W  +  Dq» =  0. (4.15)
c c
Substituindo-se agora as soluções para as ondas harmônicas planas (4.9), (4.10) e (4.11) 
e as equações de Navier-Stokes e Fourier (4.12) nas equações de balanço linearizadas (4.13) a 
(4.15) e ainda levando-se em conta que o operador derivada temporal convectiva e o gradiente 
correspondem, respectivamente, às derivadas temporal e espacial ordinárias,
D = w  * M i ' ' - ? tP D ' ) * - ( 0- - £ )  * M ° ' è ) '  <4-l6>
de acordo com as definições (1.65) e (1.66), obtemos o seguinte conjunto de equações para as 
amplitudes n, v\\, v± e T  :
u>n — no/cU|| =  0,
kT2
-i\o ,° k2ü — nokToKVn +
n0n0




kToK + l—T p-KUl
cl n0h0
n + noho (  4 \  2—̂ - u  + i\r}0 + -fj,0 J k V \ \ , . ■ Xo eoTlokK + 1 — — OJK
c2 h0
T  = 0. (4.19)
( noho 2\-> ny - p - u  +  )v± = 0, (4.20)
onde introduzimos as seguintes notações: v\\ = v ■ n, v± =  (n x v), que se referem, respecti­
vamente, à parte longitudinal e à parte transversal da amplitude da velocidade e n é o vetor 
unitário na direção de propagação. Na seção (E.l) do apêndice E, mostramos, passo a passo, 
como obtivemos esse sistema de equações.
Uma solução não trivial da equação (4.20) é dada por:
noho-<jJ =  —IflQK (4.21)
que representa a relação de dispersão de uma onda transversal de cisalhamento. Como para 
um valor real do vetor de propagação k a freqüência circular u; é puramente imaginária, essa 
equação nos indica que a onda transversal de cisalhamento não se propaga.
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Para o caso das ondas longitudinais, que correspondem às equações (4.17), (4.18) e (4.19), 
teremos solução somente se o determinante dos coeficientes for igual a zero, isto é:
U)
■-kToU u 7% + Í
- í A 0—J1no ho (jj
(VO +  3M0 
- k T 0-u t.i
K
UQU u) c2 nok y ho J 0, (4.22)
e tal solução nos fornecerá a relação de dispersão para as ondas longitudinais. Como já 
possuimos as expressões para os coeficientes de transporte 770, Ào e /x0, tanto no limite não- 
relativístico como no ultra-relativístico, conforme expressões que podem ser encontradas na 
seção (2.7) do capítulo 2, vamos analisar as soluções para esse determinante nestes dois limites 
em particular.
Mas, vejamos, primeiramente, o caso não-relativístico, onde por caso não-relativístico 







que correspondem, respectivamente, ao primeiro termo das expansões (2.54), (2.82) e (2.109), 
isto é, sem as correções relativísticas. Com essas considerações, podemos expressar o determi­








3 i 7-i5ri 
2 ^  1 4 R J
=  0, (4.24)
onde introduzimos as seguintes quantidades adimensionais:
•p «r = —v0
Lü
e R s s a ^ H l t (4.25)
Vou
sendo R  o número de Reynolds. O Vq, que aparece em r  e R, corresponde à velocidade adiabática 
do som, que, no caso não-relativístico, é definida por:
(4.26)
(ò k T 0\ V 2
uo =  õ ----\3  m /
A dedução desta expressão encontra-se na seção (E.l) do apêndice E.
Resolvendo o determinante (4.24) algebricamente, encontraremos uma relação de dispersão 
para as ondas longitudinais em termos de T e R  que é de quarta ordem em T. Portanto, ela
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nos fornece quatro soluções, a saber, duas positivas e duas negativas, que representam ondas 
que se propagam segundo valores positivos de x  e segundo valores negativos de x. Nestas 
soluções tem-se uma parte real, que vai estar relacionada com a velocidade de fase da onda e 
outra imaginária, relacionada com a atenuação dessa onda. Assim, para o caso não-relativístico 
obtemos a seguinte equação de dispersão a partir do determinante (4.24):
+ r2 , 23 i
~ 1 +  6 'Ã +  1 =  0, (4.27)
3 i_ _  10 J_
~2 R S R ? \
que corresponde à expressão dada por Greenspan [32]. Portanto, verificamos que no caso não- 
relativístico, o determinante (4.22) chega na relação de dispersão conhecida na literatura.
Como já dissemos acima, essa equação nos fornece duas soluções positivas. Destas, vamos 
somente considerar uma delas que é a que apresenta a menor atenuação, a outra, não é de 
interesse prático. No gráfico correspondente à figura 4.1, mostramos o comportamento dessa 
solução, no caso analisamos a evolução das grandezas vq/ vj e a/fi. Para compreender melhor 
essa notação, lembremos que a relação de dispersão nos fornece T que é do tipo T = a + bi e 
que, utilizando a definição de que Re{K,} =  co/v/, vista na introdução, temos:
i?e{r} =  R ei  - 4  =  — R eU }  =  —, (4.28)
l  LO )  U) V f
para a parte real desta solução, onde V f  é a velocidade de fase da onda; para a parte imaginária 
temos:
/m {r}  =  I m { —K,} =  —7m{/í} =  — a  =  (4.29)
CO 00 CO p
onde consideramos a notação (3 =  co/ vq. Assim, analisando o gráfico correspondente à figura 4.1, 
verificamos que, no limite, quando o número de Reynolds tende a valores grandes, a velocidade 
de fase tende para a velocidade adiabática do som, e que, para valores de R  tendendo para zero, 
a velocidade tende para o infinito. Esse resultado é conhecido na literatura como o paradoxo da 
condução do calor, pois prevê que as perturbações na temperatura se propagam com velocidade 
infinita. Essa contradição pode ser resolvida quando se aumenta o número de campos, assim 
como faremos na próxima seção.
Vejamos, agora, o caso ultra-relativístico. Para tanto, devemos adimensionalizar o deter­
minante (4.22), considerando as seguintes expressões limites para os coeficientes de transporte:
. . 5  c2 3 kT  ,
77o -> -0 , A0 =  - — Ato, Mo =  r  , (4 .30)
3 1 5 7TCTC
que são os primeiros termos das expansões (2.56), (2.83) e (2.110) respectivamente, isto é, sem 
as correções relativísticas, quando se considera C ^  1- Verificamos também que e0 =  3kT,
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Figura 4.1: Gráfico da velocidade de fase e da atenuação para o caso não-relativístico - solução 
de menor atenuação.
ho =  4kT  e cj =  3fc, conforme (E.33). Assim, o determinante (4.22), para o caso ultra- 
relativístico e adimensionalizado, fica da seguinte forma:
-y/ST 0
=  0 , (4.31)- V 3 r ( l - » i i )  4 +  Í4Ç -,/3r-ifV3E 
-< fÇ  - i / 5 r  3 + i f Ç  ,
onde T = KV o/w e r  =  p /  (hqui) é uma quantidade adimensional. No caso ultra-relativístico a ve­
locidade adiabática do som corresponde avo = c/y/3, onde c é a velocidade da luz. Verificamos, 
neste caso, que a relação de dispersão encontrada é:
5 l_ 5 i_ 
A r 2 4 r.
+ r2 1 -  T4 r. 1 = 0, (4.32)
e na figura 4.2 mostramos o gráfico correspondente à solução de menor atenuação. Constatamos 
dessa maneira que as ondas sonoras, para o caso ultra-relativístico e considerando as equações 
de Navier-Stokes e Fourier possuem dispersão e são atenuadas.
A seguir vamos adimensionalisar o determinante (4.22) da seguinte maneira:
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Figura 4.2: Gráfico da velocidade de fase e da atenuação para o caso ultra-relativístico - solução 
de menor atenuação.
i  - r  0
G  +  +  7 ^ 2  - r  +  í \ g c /2A i  ^  - i )
- í ± I ± £ 1 1 a , _ 3 p /  cg . - 3 r 2 G ç 9/ 2 í i  1 \  A
25 fi n 1/ 2 ^ 1 5 k 5 R ir '/2 ^  Ç G _
onde agora consideramos:
=  0, (4.33)
uo
- (
õ fc r y /2 




32a V 7T /  ’
(4.34)
as quais são as expressões não-relativísticas para a velocidade adiabática do som e para a 
viscosidade cisalhante. Neste caso utilizaremos as expressões relativísticas completas para os 
coeficientes de transporte, isto é, para 770, Ao e /x0, dadas respectivamente por (2.41), (2.42) 
e (2.43). O mesmo consideraremos para as demais grandezas termodinâmicas, como eo, ho e 
c°, conforme (E.31). Procedemos dessa maneira a fim de podermos verificar o comportamento 
para a solução de menor atenuação, a qual surge quando resolvemos o determinante (4.33), 
para vários valores do parâmetro Ç. Neste caso, definimos ainda:
, k v0 (h  G \ V 2kT = - v s— =  —  - v s,
üü V$ \ Ó J /  U)
(4.35)
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onde utilizamos a expressão relativística para a velocidade adiabática do som, a saber:
/fcT ocW /2
* = h á - ) • <4-36>
No apêndice E.l mostramos que v0 é um caso particular de vs quando consideramos Ç »  1. 
Notemos que o número de Reynolds está expresso somente em termos das grandezas não- 
relativísticas. Para simplificar o nosso determinante consideramos ainda as quantidades A\  e 
A 2 definidas por:
, _  ^ (C H C  +  ôG -G ^C )2 , K 3(CY
G 3 ((C 2 +  2 ) ÍT 2 (2 C ) +  5 C í r 3 ( 2 C ) ] ’ [(2 + 1í C)K2(2Q + (3C + 4 9 0 A'j(2Ç)]'
(4.37)
No gráfico mostrado na figura 4.3, analisamos o comportamento para a velocidade de fase
Figura 4.3: Gráfico da velocidade de fase e da atenuação para alguns valores do parâmetro Ç - 
caso não-relativístico.
e atenuação dessa solução, considerando três valores para o parâmetro £. Verificamos que, à 
medida que o valor do parâmetro £ aumenta, a solução tende para a solução encontrada no caso 
não-relativístico, de acordo com a figura 4.1, e que corresponde à linha cheia ou C =  100. Esse 
comportamento já era esperado, pois sabemos que, à medida que C diminui, tendemos para o 
regime relativístico e, desta forma, a velocidade de fase tende mais rapidamente ao limite vq, 
ou seja, a solução torna-se mais atenuada.
Adimensionalizando agora, o determinante (4.22) como segue:
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- V ã r
, V 5 r ( i - f í § )  (G  +  i5T(%- + | r t ) ç  - ^ r  +  í ^ A j ^ - x )
’■ 5 ^ K , ( l  -  jg )E1ÒLT C G - V s r
c°-U- -L U I
0, (4.38)
onde fizemos agora as seguintes considerações:
_  c ,  _  k  / c < ? \ 1/2
V° ~ y/S’ u V‘ \ 3 v )  '
P 3 kTPr = z  •
07T acrzi *■ " sr*  / > r — > —  (4.39)V  3 w  ó j J Proj Õ
Para vq utilizamos a forma ultra-relativística que vem da expressão de vs dada em (4.34) e
no número de Reynolds consideramos o primeiro termo da expansão da viscosidade cisalhante
(2.56) para o caso C <  1- E ainda, = ca/(kT)rjo, Aq =  a/(ck)A0 e nl = ca/(kT)fj,0.
Figura 4.4: Gráfico da velocidade de fase e atenuação para alguns valores do parâmetro C - caso 
ultra-relativístico.
Novamente somente consideramos a solução que apresenta a menor atenuação, como pode­
mos verificar na figura 4.4, onde analisamos a velocidade de fase e a atenuação para três valores 
distintos do parâmetro C- Verificamos que à medida que diminuimos os valor de C nos aproxi­
mamos rapidamente da solução ultra-relativística, a qual está representada pela linha cheia.
Em um trabalho recente, Boillat e Ruggeri [33] mostraram que quando se aumenta infini­
tamente o número de momentos, a velocidade de propagação máxima no equilíbrio, das ondas
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sonoras, tende para valores cada vez mais próximos da velocidade da luz. No caso, eles utilizam 
um sistema de momentos associados com a equação relativística de Boltzmann.
Vejamos, agora, o estudo das ondas sonoras, considerando as equações de Burnett rela- 
tivísticas linearizadas; isto é, das equações de Burnett completas (2.45), (2.48) e (2.50) levare­
mos em conta apenas os seguintes termos:
ro(2) =  - r j o V ^  + % V ,V T  -  (4.40)
qW» = Ao(V^T -  -^-V^p) +  A i -  A2V£rV <£Tt//1>, (4.41)
nh
p(2)<^> =  2/j,0V <flUl'> +  p iV ^ V ^ T  -  /x2V<#íV,/>p, (4.42)
que são chamados termos lineares das equações de Burnett relativísticas, pois não aparecem 
produtos de dois gradientes das grandezas termodinâmicas; isto é, não incluímos, por exemplo, 
produtos do tipo V up V uT.
Substituindo as equações de Burnett acima e as relações para n, T  e U11 definidas por 
(4.9), (4.10) e (4.11) nas equações de campo (4.13), (4.14) e (4.15), assim como fizemos para as 
equações de Navier-Stokes e Fourier, obteremos um sistema de equações, para as amplitudes n, 
v e í ,  que podem ser escritas da seguinte forma:
u>n — tiqkv =  0, (4.43)
-  kT0K,(l + ,K2 T)2 +  | / c 2 P 2  - n +
nQh0 (  4
+  *I Vo +  gAto )«
LJK
V + — riQKk + k?t)i — K3nokr]2 +
O o
Ao /  kTp+1—Z-UJKI —------ 1
C2 \  ho




0 K2n + -  n0kT0K -  ^Ai -  ^A2̂ /c3 v + O • \ 2 e0noucv + zA0/c —
ho-
f  =  0, (4.45)
onde somente estamos considerando a componente longitudinal para essas ondas. Na seção 
(E.l), do apêndice E, mostramos, em detalhes, como obtivemos esse sistema de equações e, 
também, definimos todos os coeficientes que nela aparecem. Novamente, inicialmente vamos 
nos ater aos casos não-relativístico e ao ultra-relativístico desse sistema. Observamos que, a
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solução desse sistema vai nos fornecer uma equação de dispersão longitudinal de sexta ordem. 
Isso significa que temos seis soluções para esse caso. Destas soluções, três são positivas e três 
negativas. Consideraremos somente as soluções positivas, sendo que, destas, duas não são de 
interesse prático, pois apresentam uma forte atenuação. Vamos analisar, separadamente, os 
casos não-relativístico e ultra-relativístico para a única solução de interesse.
O sistema acima, compreendido pelas equações (4.43),(4.44) e (4.45) somente terá solução 
se o determinante dos coeficientes para as amplitudes for igual a zero. Assim, para o caso 
não-relativístico ou Ç »  1, obtemos o seguinte resultado:
- |r (i + ?S)
-r
o  3r> _  7 rf_5 a 4 R 2
2 i ,-15 Ei 
2 ^  1 4 R
0, (4.46)
Novamente, temos que T e R  são definidos por (4.25) e vo por (4.26), onde utilizamos as 
seguintes expressões para os coeficientes de transporte que aparecem nas equações de Burnett:
Vo 0,
. 15 k
A° -  T ™ ^ 0’4 m
5 ( m k T \  V2
r/i —> 0, Ai — 15 Ho 
4 n m ’
Ui =  3 Ho 
n m T ’
t]2 ~+ 0, À2 — 3 Ho H2 =  2- Ho (4.47)nm ' n2m kT '
que são os primeiros termos dos limites não-relativísticos para estes coeficientes e que estão 
todos definidos na seção (2.7). Desta forma, resolvendo esse determinante, obtemos a seguinte 
solução:




+ r + r2 , 23 « I+  6 R. + 1 = 0. (4.48)
97 J _  _  3 i_
18 R 2 2 R\
que está de acordo com o resultado obtido por Greenspan [32]. No gráfico da figura 4.5 
mostramos o comportamento da solução de menor atenuação desta relação de dispersão, para 
a velocidade de fase e para a sua atenuação. Vemos que, se compararmos com o gráfico da 
figura 4.1, que corresponde ao caso não-relativístico para Navier-Stokes e Fourier, elas diferem 
ligeiramente.
Observando 0 gráfico representado na figura 4.5, chegamos às seguintes conclusões a respeito 
da velocidade de fase para a solução de menor atenuação: quando R —> 0 ou lo 00, temos 
que:
102
Figura 4.5: Gráfico da velocidade de fase e atenuação para a solução de menor atenuação - caso 
não-relativístico
)  -*0 
iVfJ 1
e quando R —» oo ou u  —ï 0 temos
^ 1  ^ o o
V o / l
( - )\ V f J  1
->1 2 £) - . i ,v0Ji
(4.49)
(4.50)
conclusões, essas, análogas para o caso em que consideramos somente as equações de Navier- 
Stokes e Fourier.
Para o caso ultra-relativístico teremos um determinante para os coeficientes para as ampli­
tudes da seguinte forma:
-Vãr 0
- ^ r ( i  +  -  í í )  4 +  4 ; e - f g  -V S r  +  ^ g - ^ / S :T
—I5 r2 -Vãr +
= 0. (4.51)
' 4  r v ^  1 3 r2
Para chegarmos nesse determinante consideramos para os coeficientes de transporte que nele 
aparecem como sendo dados por:
_  5 fxoc?
° 3 To ’
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00 =  z ,07r ca
T)l —> 0,
% - » o , Ao =  r






2̂ =  *■
//gc2
(4.52)6 riokTo ’ ^  6ngA:2r 02’
que são os primeiros termos dos limites ultra-relativísticos para esses coeficientes e que estão 
todos definidos na seção (2.7).
O determinante (4.51) nos fornece a seguinte relação de dispersão de sexta ordem:
'45 * 5 ' _ A[28 i 1 5 1
.2  T̂ .
+ r4 ~2Tl r -  r2 27-------- -  12r rl -  12 =  0 . (4.53)
Verificamos assim, que as ondas sonoras, quando são consideradas as equações relativísticas 
de Burnett linearizadas, possuem dispersão e são atenuadas. Na figura 4.6 mostramos o gráfico 
para a solução de menor atenuação para essa relação dispersão.
Figura 4.6: Gráfico da velocidade de fase e atenuação para a solução de menor atenuação - caso 
ultra-relativístico.
4.3 Ondas Harmônicas Planas - Quatorze Campos
Na seção anterior, estudamos as ondas sonoras, para o caso de cinco campos, onde 
consideramos, inicialmente, as equações de Navier-Stokes e Fourier e, depois, as equações
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de Burnett linearizadas. Vamos, agora, estudar a propagação das ondas sonoras quando au­
mentamos o número desses campos para quatorze. Para tanto, vamos acrescentar mais onze 
campos, que são dados por vj, e p<tiv>. Analogamente à seção anterior, vamos analisar o 
comportamento da velocidade de fase e a atenuação para a propagação de ondas sonoras con­
siderando quatorze campos. Neste caso, para simplificar o problema, vamos considerar somente 
a propagação das ondas em uma direção particular, a saber, a direção do eixo x.
As ondas harmônicas planas longitudinais, de pequena amplitude, são definidas, para o 
caso de quatorze campos, de tal modo que, fora do equilíbrio, são dadas por:
n =  no +  nexp[i(kx — wt)], T  = Tq + T  exp[i(kx — ut)], (4.54)
Up =  (c, üexp[í(fcr — ut)], 0,0), w  = Pexp[i(kx — wt)], (4.55)
q** =  Qexp[i(kx — u>t)], p<tíl,> =  Ãexp[i(A:a: — wt)], (4.56)
onde n, f ,  v, P, Q e R  são as respectivas amplitudes.
As equações de campo para o conjunto das grandezas termodinâmicas, descritas acima, são 
obtidas a partir das equações (1.76), (1.79), (1.80) do capítulo 1 e das equações (2.30), (2.31)
e (2.32) do capítulo 2, isto é,
Dn  +  n V vUv =  0, (4.57)
-  V^p -  W w  + =  0, (4.58)
Cr C r
nDe +  p V vUu + V vqv =  0, (4.59)
% Dw  +  \{ m 2 +  Cx)Dn  -  ^=nC'xU T -  ^ C 3V vqv +  \n ( m 2 + (4.60)
2 2 21 C D  c
(m2 -  Ci)VMn +  i n C ^ T  -  C2W w -  |-n (m 2 +  5Ci)Dl7"
- c 2C ^ vP<>lv> =  (4.61)
C J)p<iíV> +  2C3V <tlqv> +  ^ n (m 2 -  C i)V <llUv> =  B 3p<tiv>. (4.62)
O
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onde consideramos apenas os termos lineares dessas equações de campo.
Agora vamos expressar este conjunto de seis equações em termos das amplitudes, obser­
vando que estamos considerando somente a propagação dessas ondas ao longo da direção do 
eixo x e, ainda, somente a componente x  do fluxo de calor e a componente xx  do deviante 
do tensor pressão. Inicialmente, substituímos nesse sistema as equações (4.54), (4.55) e (4.56)
e, a seguir, efetuamos todas as derivadas. O resultado será um sistema de equações para as
amplitudes n, v, T, P, Q e R:
—um +  uqkv = 0, (4.63)
+KkTon — nomGwv + nnokT +  kP  — \w Q  +  kR  = 0, (4.64)cr
—nokToKV + noC^uT — kQ =  0, (4.65)
\ { m 2 +  Cx)um -  ^ ( m 2 +  5Cx)kv -  ^ n 0a ^ T  +  \ c & ?  +  ^ C zkQ +  í \ b xP  =  0, (4.66)
Z  D ZJL o CtC5 Z C C
-^ -/í(m 2 -  Ci)n -  ^rK-$rrioClT -  ^-n0(m2 +  5Cx)ujv +  ^-kC2P  
6 6 To o t)
+  iB2)Q +  (? KjC^R =  0. (4.67)
\ c 2nQK{m2 -  Cí )v +  \ c zkQ +  (C4u  -  iB3)R  =  0. (4.68)
9 o
Essas expressões encontram-se deduzidas detalhadamente na seção (E.2) do apêndice E.
Vamos agora considerar o caso não-relativístico. Portanto, adimensionalizando o sistema 
acima obtemos o seguinte resultado:
-n*Fv*  =  0, (4.69)
Fn* -  \Gv* +  F P  +  FP* -  \ jQ *  +  FR* =  0, (4.70)
Fv* -  $ P  + FQ* =  0, (4.71)
k
- o ,  (4.72)
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onde f íe  T  estão definidos em (4.34) e (4.35), e para as amplitudes com asterisco, temos:
«• =  £ .  f ‘ = £ .  «* =  - .  P* =  - ,  <5* =  — . « '  = - •  (4.75)n0 T0 f 0 p v0p p
Observamos que novamente tivemos que utilizar a definição relativística para a veloci­
dade de fase vs, assim como nos casos referentes a cinco campos. Os demais coeficientes com
asteriscos, são definidos por:
B ' = n k ; B "  Bl = ^ T o B"  * - 5 5 5 * * -  <4'76>
onde Bi,  B2 e Bã estão definidos na seção (C.5) do apêndice C. Temos também que:
= %  C! = ^ C*’ Cl  = ^ ,  c ;  =  § .  (4.77)m m  m m
cujas expressões completas podem ser encontradas na seção (C.7) do apêndice C.
Na figura 4.7 mostramos o gráfico correspondente à solução de menor atenuação, para o 
determinante formado pelos coeficientes das amplitudes n*, v*, T*,  P* e Q*, R*.  Analoga­
mente ao caso de cinco campos para Navier-Stokes e Fourier, a equação de dispersão para esse 
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=  0. (4.78)
Essa relação de dispersão foi obtida da mesma maneira como no caso correspondente a cinco 
campos, e analogamente r = p/(upo)> salientado que neste caso a expressão utilizada para po 
está dada por (4.23). Na figura 4.7 a solução de menor atenuação está representada pela linha 
cheia.
Observemos nessa figura que a solução parte de um valor finito, para R  =  0, comportamento 
que não existia no caso de cinco campos. Ressaltamos, também, que há outra solução, a qual 
designaremos por (vs/v f ) soi,2, cujo limite para Reynolds, tendendo para zero, é finito e que não
Figura 4.7: Gráfico da velocidade de fase e da atenuação para a solução 1 - caso clássico
se encontra representada na figura 4.7, por ter uma forte atenuação. Os valores limites para a 
(vs/ v f ) encontrados por nós, para essas duas soluções , quando Reynolds tende para zero, são:
( — )  —>0,57 =► ->1,73 (4.79)
V ^ / /  sol.  1 \ V q /  sol.  1
( — )  ->1,11 = *  (?£)  ->0,90 (4.80)
\ V f J  sol.2 \ V q J so1.2
Esses valores, que correspondem ao caso não-relativístico, estão em concordância com os 
resultados encontrados por Boillat [37] e por Seccia e Strumia [38], que foram obtidos através 
das teorias fenomenológicas. Observamos, também, que quando R  —> oo, obtemos vj —> vs 
para a solução 1 e Vf —> oo para a solução 2.
No gráfico correspondente à figura 4.7, mostramos o comportamento para a (v$/vo)soi.i e 
para a sua atenuação, considerando, além do valor correspondente a Ç »  1, mais dois valores
para o parâmetro Ç. Notamos que, à medida que £ tende para valores muito elevados, as curvas
se aproximam da solução não-relativística, que corresponde à linha cheia.
Vejamos agora o caso ultra-relativístico. Neste caso após adimensionalizarmos o sistema 
(4.63) à (4.68), chegamos ao seguinte resultado:
—n* +  I V  =  0, (4.81)
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r'n* -  V* +  T'T* + r'P* -  \q *  +  FR? = 0,
o 3 (4.82)
c?.
I V  -  -£T* + FQ* =  0, (4.83)
.1 ( 1  + cv)n' + ir(i + 5c ; y  + -  ( £  + ;^|b;)p* -  ^rcjê* = o. (4 .8 4)
1 1  f  rir*




FT* -  ~ c * P *  -  ( ^
(4.85)
4 Cl- § r ( i  -  c ; ) b -  -  j ^ r < 3 *  - ( - f -  « p - f )R "  =  o. (4.86)
onde, novamente consideramos (4.39) para F  e R. A relação de dispersão correspondente ao 
caso ultra-relativístico para esse sistema é dada por:
/ /cuo\4 [9 1 8 t 4 1
\~ü~) L5r3 +  25r2 +  25rJ
2 r14 7 6 ^  _8_ 1 16
5 r 3 75 r2 15 r  125
1 44 i 92 1 16 .
‘ r 3 +  75^2 +  3 7 5 “  +  1 2 5 *  ~  ’ (4.87)
com r definido em (4.39). A solução de menor atenuação para essa relação de dispersão está 
representada pela linha cheia no gráfico dado pela figura 4.8. Nesse gráfico mostramos o com­
portamento para a velocidade de fase e para a sua atenuação, para mais dois valores para o 
parâmetro £. Notamos também que à medida que diminuimos o valor para o parâmetro Ç, a 
solução se aproxima cada vez mais do valor ultra-relativístico, dado pela curva cheia.
Para o caso ultra-relativístico, obtivemos os seguintes resultados limites para a velocidade 
de fase para as soluções 1 e 2:
— )  -*0,999
V f /  sol . l
(4.88)
(Vf)soi.2-^\{-C. (4.89)( — ) ->0,746 =*•
\ V f J s o l .  2
Esses resultados foram obtidos quando consideramos o valor 0,01 para o parâmetro Ç. Portanto, 
esse é um forte indicativo que, para esse valor de £, estamos no limite ultra-relativístico. Esses 
valores encontrados também estão em concordância com os resultados obtidos por Boillat [37] 
e Seccia e Strumia [38].
109
Figura 4.8: Gráfico da velocidade de fase e da atenuação para a solução 1 - caso ul- 
tra-relativístico.
4.4 Conclusão
O objetivo desse capítulo foi fazer uma aplicação ao estudo da propagação de ondas sonoras, 
utilizando para tal fim alguns dos resultados obtidos nos capítulos que antecedem a esse.
Inicialmente consideramos a propagação de ondas sonoras para o caso de cinco campos, 
a saber, a densidade do número de partículas n, a temperatura T e  a quadri velocidade t/M. 
Começamos considerando as equações de Navier-Stokes e Fourier e, a seguir, desenvolvemos 
o mesmo raciocínio, aplicando as equações relativísticas de Burnett linearizadas que foram 
obtidas no capítulo 2. E, por último, consideramos a propagação de ondas sonoras para o caso 
de quatorze campos, isto é, além da densidade do número de partículas, da temperatura e da 
quadrivelocidade, incluimos a pressão dinâmica w, o fluxo de calor f  e o  deviante do tensor 
pressão p<tiu>.
Para o estudo da propagação de ondas sonoras considerando cinco campos e utilizando 
as equações de Navier-Stokes e Fourier, encontramos um sistema de equações em termos das 
amplitudes e que para as ondas longitudinais deixamos na forma do determinante (4.22). A 
solução desse determinante nos fornece uma relação de dispersão de quarta ordem. Inicialmente 
mostramos que as soluções desse determinante no caso não-relativístico e ultra-relativístico 
concordam perfeitamente com resultados encontrados na literatura. Vimos que o caso não- 
relativístico desse determinante nos forneceu a relação de dispersão (4.27) que concorda com
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Greenspan. No gráfico da figura 4.1 mostramos a solução de menor atenuação para esse caso. 
Verificamos assim que quando o número de Reynolds tende para zero a velocidade de fase tende 
ao infinito e quando o número de Reynolds tende ao infinito a velocidade de fase tende para a 
velocidade adiabática do som. Esse resultado corresponde ao paradoxo da condução do calor, e 
que pode ser resolvido quando se aumenta o número de campos do modelo. A seguir aplicamos 
ao determinante (4.22) o caso ultra-relativístico no que resultou no determinante (4.31) e cujo 
resultado foi a relação de dispersão (4.32). Vimos assim que para o caso ultra-relativístico há 
dispersão e atenuação para as ondas sonoras. Na figura 4.2 mostramos a velocidade de fase e 
a atenuação para a solução de menor atenuação para esse caso.
Analisados esses dois casos extremos, aplicamos a seguir ao determinante (4.22) as ex­
pressões completas para os coeficientes que aparecem nas equações de Navier-Stokes e Fourier, 
assim como para as demais grandezas termodinâmicas que nele aparecem. Consideramos no­
vamente dois casos, um considerando a forma não relativística para a velocidade adiabática do 
som e para o número de Reynolds, e no outro caso considerando a forma ultra-relativística para 
essas duas quantidades. Os resultados estão expressos pelos determinantes (4.33) e (4.38), e 
pelos gráficos 4.3 e 4.4, como podemos verificar. No gráfico da figura 4.3 constatamos que à me­
dida que aumentamos o parâmetro £ a solução tende para o caso não-relativístico, representado 
pela curva cheia. Analogamente verificamos na figura 4.4, somente que agora, à medida que 
diminuimos o parâmento £, a solução tende ao resultado limite, resultados esses que satisfazem 
as nossas equações .
O próximo passo foi repetir o mesmo raciocínio acima, somente que agora considerando 
as equações de Burnett linearizadas. Desta forma obtivemos o sistema de equações de campo
(4.43) até (4.45). Considerando o caso não-relativístico desse sistema chegamos à equação de 
dispersão (4.48) e que concorda com Greenspan [32]. Na figura 4.5 mostramos o gráfico para 
a solução de menor atenuação. Para o caso ultra-relativístico obtivemos a relação de dispersão 
(4.53). Portanto, novamente mostramos que nesse caso as ondas sonoras têm dispersão e são 
atenuadas. Na figura 4.6 mostramos o comportamento da velocidade de fase e da atenuação 
para a solução com a menor atenuação.
Finalmente consideramos um sistema de equações correspondente a quatorze campos. O 
sistema de equações geral encontrado para esse caso é dado por (4.63) até (4.68), como podemos 
verificar. O sistema adimensional para o caso onde consideramos a expressão não-relativística 
para a velocidade adiabática do som e para o número de Reynolds, mas levando em conta as 
expressões completas para as demais grandezas envolvidas, está dada por (4.69) até (4.74) e 
cujo resultado para a onda de menor atenuação encontra-se exposto no gráfico dado pela figura 
4.7. Observamos agora que no limite quando o número de Reynolds tende a zero, as soluções são 
finitas. No caso da solução mostrada no gráfico 4.7 o valor limite corresponde a (vs/v f)  =  0,57,
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que concorda com valores encontrados por Boillat, Strumia e Seccia, os quais utilizaram uma 
teoria fenomenológica. Adimensionalizando agora o sistema (4.63) até (4.68) para o caso ultra- 
relativístico, obtemos o sistema (4.81) até (4.86), cuja solução de menor atenuação para alguns 
valores do parâmetro (  encontra-se no gráfico dado pela figura 4.8. Novamente constatamos 
que a solução é limitada quando o número de Reynolds tende a zero e o valor encontrado por 
nós, foi (vs/v f ) =  0,999, que também concorda com Boillat, Strumia e Seccia.
Assim, verificamos que as expressões encontradas para os coeficientes de transporte no 
capítulo 2, onde foi utilizado o modelo de Grad e a teoria cinética, quando aplicadas ao estudo 
de ondas sonoras, fornecem resultados idênticos aos resultados encontrados por outros autores 




Na introdução desta tese enumeramos uma série de nove objetivos, o quais deveríamos 
cumprir. Portanto, neste capítulo final, denominado de considerações finais, vamos comentar 
cada um daqueles objetivos e ainda ressaltar quais foram os resultados originais dessa tese.
O primeiro objetivo era determinar as equações de Burnett relativísticas segundo a teoria 
cinética e utilizando o método de Grad. Como podemos verificar no capítulo 2, seção 2.6, estas 
equações foram determinadas com sucesso e são dadas por (2.45), (2.48) e (2.50) e correspondem 
respectivamente à equação de Burnett relativística para a pressão dinâmica, para o fluxo de 
calor e para o deviante do tensor pressão. Observamos que essas equações, expressas dessa 
maneira e utilizando a teoria cinética e o método de Grad, ainda não foram encontradas na 
literatura, portanto consideramos a obtenção dessas equações como um resultado original dessa 
tese. Salientamos, porém, que as equações de Burnett relativísticas já  haviam sido obtidas 
por Anderson e Payne Jr. [26], através do método BGK, que como sabemos é um método 
aproximado de resolver a equação de Boltzmann.
O segundo objetivo era determinar as expressões algébricas para todos os coeficientes de 
transporte presentes nas equações de Burnett relativísticas. Na seção 2.7 explicitamos todos 
esses coeficientes, em número de 25, que aparecem nessas equações. Observamos que esse 
resultado também é um resultado inédito desta tese. A seguir encontramos as expressões 
algébricas para os limites não-relativístico e ultra-relativístico de todos esses coeficientes e 
constatamos que, a partir das expressões obtidas para o limite não-relativístico, obtivemos, na 
seção 2.8, as equações de Burnett, assim como dadas por Wang Chang e Uhlenbeck [22].
A seguir, no capítulo 3, determinamos novamente as equações de Burnett relativísticas, so­
mente que agora utilizando o modelo proposto por Anderson e Witting. Esse era o nosso quinto 
objetivo e julgamos atingido, como podemos verificar pelas equações (3.53), (3.54) e (3.55). A 
seguir, da mesma maneira como fizemos no capítulo 2, explicitamos todos os coeficientes de 
transporte que aparecem nessas equações.
O nosso sexto objetivo era comparar, numericamente, os coeficientes de transporte en­
contrados através da resolução da equação de Boltzmann exata, empregando a teoria cinética
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e o método de Grad, com aqueles obtidos através do modelo de Anderson e Witting. Dessa 
comparação obtivemos 25 gráficos que se encontram expostos na seção 3.5. A partir dessa com­
paração, verificamos que as soluções se ajustam perfeitamente no caso ultra-relativístico, mas 
diferem em menor ou maior grau nas regiões correspondentes ao caso não-relativístico. Desta 
maneira, concluímos que, empregando o método de Grad para resolver a equação de Boltzmann 
completa, os resultados são melhores que os obtidos por Anderson e Witting. Outro resultado 
importante que pudemos constatar é o fato dos coeficientes 771,774, r?6 e 777 serem de ordem supe­
rior ao coeficiente de viscosidade volumétrica 77. Esse não é um resultado inédito, pois Kremer 
e Müller [21] já haviam previsto esse resultado empregando as teorias fenomenológicas. Para os 
coeficientes do fluxo de calor verificamos que os coeficientes de transporte são da mesma ordem 
que a condutividade térmica. Para os coeficientes do deviante do tensor pressão, observamos 
que os coeficientes /jl$, 7/7, //8 e 7x9 apresentam valores superiores ao coeficiente de viscosidade 
cisalhante na região ultra-relativística e são ligeiramente inferiores na região não-relativística. 
A comparação desses últimos resultados também é um resultado inédito obtido por nós.
Os dois últimos objetivos dessa tese eram estudar a propagação de ondas sonoras empre­
gando cinco campos, inicialmente utilizando as equações de Navier-Stokes e Fourier e depois 
as equações de Burnett linearizadas e também estudar a propagação de ondas sonoras em­
pregando quatorze campos e analisar os limites não-relativístico e ultra-relativístico para cada 
caso. Esses resultados encontram-se expostos ao longo do capítulo 4. Como um dos resultados 
inéditos destes dois últimos objetivos foi o fato de mostrarmos que as ondas sonoras, quando 
se consideram, quer sejam as equações de Navier-Stokes e Fourier, ou as equações de Burnett 
linearizadas, no caso ultra-relativístico, possuem dispersão e são ondas atenuadas, conforme 
as relações de dispersão (4.32) e (4.53) e cujas soluções encontram-se representadas, repectiva- 
mente, nas figuras 4.2 e 4.6. Os resultados encontrados para 0 caso não-relativístico tinham 
sido obtidos anteriormente por Greenspan [32]. Além desses resultados, mostramos grafica­
mente os comportamentos para as soluções que possuem a menor atenuação para os casos 
não-relativístico e ultra-relativístico, para as equações de Navier-Stokes e Fourier e Burnett 
linearizadas, conforme figuras 4.3 e 4.4. Esses gráficos foram obtidos considerando-se as ex­
pressões relativísticas completas para os coeficientes de transporte, e mostram o comportamento 
da solução que possue a menor atenuação para alguns valores do parâmetro Ç =  mc2/kT .
Finalmente, estudamos a propagação de ondas sonoras, considerando quatorze campos. 
Analogamente ao caso de cinco campos, encontramos as relações de dispersão para o caso não- 
relativístico (4.78) e para o caso ultra-relativístico (4.87). A relação de dispersão para o caso 
ultra-relativístico também é um resultado inédito. Nas figuras 4.7 e 4.8, mostramos as soluções 
de menor atenuação para essas relações de dispersão assim como as soluções para outros valores 
para o parâmetro C- Verificamos, através desses gráficos, tanto no caso não-relativístico, como
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no caso ultra-relativístico, que, no limite para o número de Reynolds tendendo a zero, as 
soluções limites coincidem com os valores encontrados por Boillat [37] e Seccia e Strumia [38], 
os quais utilizam teorias fenomenológicas.
Desta forma concluímos esse capítulo, onde mostramos que os objetivos iniciais, enumerados 
na introdução, foram atingidos com sucesso, e ainda quais foram os resultados inéditos obtidos 
por nós. Muitos dos resultados intermediários, assim como os expostos no primeiro capítulo e 
nos apêndices, são resultados já  amplamente conhecidos e cujas fontes de referência utilizadas 
por nós encontram-se devidamente assinaladas nas várias partes do texto e enumeradas na 
bibliografia que se encontra nas páginas finais.
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Apêndice A
Deduções Relativas ao Capítulo 1
A .l Expressão para a Velocidade Relativa vrei
A expressão para a velocidade relativa entre duas partículas de mesma massa m  e veloci­
dades v e v\ pode ser obtida da seguinte maneira: substituindo-se no produto dos quadrimo-
menta
PflP\»= P 0P \- p - P i ,  (A.l)
as expressões de p° e p para as duas partículas dadas por:
n mc n mc -  m V _ mVi , , _
• ' ■ 7 T T  » - T r q r  ' - j n ?  - j n r  “
e considerando-se um sistema de referência em que uma das partículas está em repouso, isto é, 
v =  0, temos:
TTL2 C2
, (A.3)
v 1 - ^
onde vrei é o módulo da velocidade relativa, isto é, a velocidade da partícula denotada pelo 
índice 1 no sistema de referência em que a partícula sem índice está em repouso. De acordo 
com (A.3), a expressão para a velocidade relativa é:
A
Vrel — C
Se considerarmos agora um referencial qualquer, podemos expressar como:
m 2c2 — m 2(v ■ Vi)
rrpu* =
onde empregamos as relações (A.2).
^ r - * •v\  / ,  v V i\ 0 0 /a r\
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Como o produto p^pi» é um invariante escalar, isto é, ele é independente do referencial 
adotado, podemos substituir (A.5) na expressão (A.4), de onde obtemos, após um pouco de 
álgebra,
Vrel = x -  ^ ( v  X  V x ) 2 , (A.6)
que é a expressão para a velocidade relativa em termos das velocidades v e v\. Para chegarmos 
à expressão (A.6) fizemos uso da seguinte identidade vetorial:
( v  X  V \ ) • ( V X V i )  =  ( v  • v ) ( v i  • V i )  — ( V • V i ) 2 . (A.7)
A.2 A Taxa de Variação Temporal A N / A t
Vamos mostrar que o lado direito da equação (1 .21) é um invariante escalar. Consideremos 
inicialmente o termo:
7 dt dx% (A.8)
Como vl =  cpl/p° e p° =  'ymc, este termo pode ser escrito da seguinte forma:
7
df_ + cpi d f = C7 r fpO Qxn (A.9)dt p° dxx
Como /  é um invariante escalar e d f /d x 11 é um quadrivetor, o produto escalar entre dois 
quadrivetores é um invariante escalar.
Verifiquemos agora que 7 d { fT l)/dpl é da mesma forma um invariante escalar. Para tanto, 
devemos utilizar a força de Minkowski A?*, definida da seguinte forma:
K 'p„ = /C<,p o - ^ - p  =  0. (A.10)
Fazendo a substituição:
f - m cÍC (A.11)
onde p° é uma variável independente e m é a massa de repouso de uma partícula do gás, 
chegamos ao seguinte resultado:
7-
mcd fIC  _  __
dpi 7 pO
\dfK °
+ (/£ )]  =
m c d fK 11 dftC»
7-dp° dp W*'VJ 1 p° dpv dp1* ’ 
que é um invariante escalar. Desta forma a equação (1-20) fica:
(A.12)
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A N  c
A t p°
que também é um invariante escalar.
„ d f  . BflC* 1^ -------- 1 rn — —dpvdx»
dzxd3p. (A.13)
A.3 A Equação de Transporte
Multiplicando a equação (1.34) por uma função arbitrária ip{pv) e integrando-a em d3p/p°, 
obtemos:
! * *  &  9  -  h ! )  ^  ^  f  • (a.14)
Como somente /  é uma função das coordenadas espaço-temporais, podemos trocar as 
operações da derivada e da integral no primeiro membro desta equação, a qual toma a seguinte 
forma:
b s & T - o - b " * -  <Ai5>
Para o primeiro termo do segundo membro, observamos que podemos trocar a posição das 
plicas, isto é,
/  = I  (a .is )
Podemos justificar este procedimento observando que todas as grandezas envolvidas são funções 
do quadrimomento e que é possível obter uma relação entre os momentos das partículas antes 
e após uma colisão. De acordo com a igualdade (1.29) este termo pode ainda ser escrito da 
seguinte maneira:
f  M l f F a d S l * =  /  J h f F v d n ^ 1̂ .  (A.17)
Com estas considerações, o lado direito da equação (A.14) fica:
/  - h f ) F a d í l ^ - ^  = I  w  -  (A.18)
Se agora mudarmos o papel das partículas que colidem, isto é, trocando-se (p**,^) por (pÇ,p'i) 
obtemos:
/ » '  -  M  f F a d Z t ^ ^  =  f  M  -  M h f F c d n ^ - ^ .  (A.19)
Desta forma temos para a equação (A. 18) o seguinte resultado:
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/< /> (/;/' -  h ! )  F  o d ü  ^  =  i  f ( U  +  VÍ -  V -  (A.20)
Fazendo agora a mudança (íA Pi) por {p,fí,pT) a equação (A.20) pode também ser escrita como:
/ H f l f =  4 , 'M f í f - h í )F a d a f ^ . Í f .  (A.21)
/̂ 1 r  Pl P
Substituindo-se os resultados encontrados para o primeiro termo e para o segundo termo na 
equação (A. 14), ficamos com a seguinte equação:
^ / V ’ P ' / ^  =  i / ( ^  +  * -  ^ ' -  1 > 'M f  -  h f ) F  <t da  (A.22)
que é a equação de transporte (1.36).
A.4 Determinação das Constantes a  e  bM
Vamos nesta seção determinar as constantes a e bM. Para tal fim utilizaremos a definição 
do quadrifluxo de partículas (1.39), isto é,
iV" =  c / 3 ^ / ^  =  c / ( A . 2 3 )  
Consideremos a seguinte definição:
= (A.24)
que é um invariante escalar, pois d?p/p° e b^p*1 são invariantes escalares. Podemos ainda 
escrever:
dZ
N •> = -c a — , (A.25)
abn
pois
^ - / ^ e x p H vp1̂ .  (A.26)
A grande vantagem de ser Z  um invariante escalar é que ele pode ser calculado em qualquer 
referencial. Escolheremos, então, um referencial onde a única componente diferente de zero é a 
componente temporal de a qual será denotada por bo =  Ç/mc, isto é,
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(i,») =  ( ™ ’0’0’0)- (A'27)
Mais adiante mostraremos que essa escolha corresponde ao referencial próprio que se move 
com a mesma velocidade do fluido. De (A.27) temos que:
b̂  = { é i ) 2 = b“v ‘- (A-28)
Para determinarmos a integral Z, vamos considerar coordenadas esféricas. Desta forma 
temos que:
d3p — p2 sen9d\p\d6d(j). (A.29)
Como
hy  = £ - / ,  (A.30) ̂ mc
a equação (A.24) se reduz a:
z  = ^ í  ex^ ~ é ^ p0^ 2^ ^J o mc
onde foi efetuada a integração nos limites 0 < # < 7 r e 0 < ( / > <  
p° =  yj\p\ +  m 2c2 para o momento linear da partícula e que vem 
ainda introduzindo-se a variável y =  p°/mc, obtemos:
IpI2 =  m2c2(y2 -  1), d\p\ =  mc~ 2 j™y1/2 • (A.32)
A equação (A.31) se reduz assim a:
Z  =  47r(rac)2 f  exp(—(,y)(y2 -  1 )l 2̂dy =  47r(mc)2^ --̂ - ,  (A.33)
‘'l  b
onde usamos a definição da função modificada de Bessel dada pela equação (B.l) do apêndice 
B.
Desta forma temos para a derivada de (A.33):
I ? - =  —4x(mc)4 (A.34)
dup Ç
onde utilizamos a relação (B.3) do apêndice B para a derivada da função modificada de Bessel.
Fazendo agora a substituição do resultado encontrado em (A.34) na equação (A.25), e
considerando que N 11 =  n£/M, obtemos o seguinte resultado:
(A.31)
27t. Utilizando-se a relação 
da mecânica relativística, e
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Mas no referencial próprio, U** = (c, 0,0,0) e as componentes espaciais de bM são nulas. Desta 
forma, no referencial próprio, as componentes de ¥■ são dadas pela equação (A.27), e, assim, 
neste referencial, obtemos de (A.35) que:
° =  47r(mc)3AT2(C)' (A‘36)
Se agora substituirmos este resultado para a em (A.35), encontraremos
b" = ( — ) — • <A-37)\m c j  c
as quais são as expressões que queríamos determinar.
Pelo processo descrito acima podemos obter as expressões para todas as integrais Z aia2 -0tn
que serão necessárias ao longo desta tese. O resultado para cada uma delas é dado a seguir:
iVM =  nU* =  47rca(mc)4 V1. (A.35)
Z  = f  exp (-&aPA) ^ t  =  ^ r n k T K ^ Q ,  (A.38)
Z» = J p » exp(-6ApA) ^  =  4irm2 kT  , (A.39)
= I  t fp v exp(-bxpx) ^  = -A 7r(mkT)2K 2{C)g^ + iirm 3 kT  Kz(Ç)UflUu, (A.40)
Z * "  =  I  W e x p ( 4 y ) ^  = - A ^ i k T f K ^ O i r U ^ g ^  + g ^ }
+4nmlkT K 4{OU(1U''Ucr, (A.41)
Z*™  =  I  p W p T exp(-5ApA) ^  =  A vim kT fK ziQ lg ^g ”  +  tf*  tf*  +  sT]
—A^mA{kT)2K 4{Ç)[g,lvUaiUT +  g ^ U uUT +  gavW U r +  t f TU°Uv
+g<TTUuU» + gvrW U a} +  47rm5kT K 5(Ç)UtíU'/UaUtau, (A.42)
Z>*™ =  I  t f t f t f p Tt f  exp {-bxpx) ^  =  A n m ^ k T f K t iO m g ^ g ”  + t f"  tf*  +  tf*  tf*)
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+UT(gfurg,/£ +  gT  9n  +  gn tf“) +  U'isTg™  +  t f"  tf* +  gTVgm) +  U" {tf" gTt +  t f"  tfrt +  tf” tf*) 
+U>x(gTag,/e +  tf” tf*  +  gTgTe)] -  47rm5(kT)2K 5(Ç) [tf^U^WU* +  g ^ U vUTUe +  tf^U^lTU* 
+gtlTUaUvUt +  gvrUvU^Uí + tf^U^U'U* +  g^U uUaUT +  gU€U,1UaUT +  g€TUflU,'Ua]
+4irm6kT K 6(C)U,iUl'U,TUTU£. (A.43)
A.5 Determinação do Parâmetro £
Para a determinação do parâmetro £ devemos proceder da seguinte maneira: inicialmente, 
calculamos o tensor energia-momento em equilíbrio (neste caso usamos o índice E), onde deve­
mos fazer uso da definição (1-40) e da função Z  definida na seção (A.4) desse apêndice e dada 
por (A.24), assim:
t * \ b  = c / p V ^ ' l r  = ac
d^Z =  m e n 1 . ^  . ■ M Q iW 'l 
c g k 2(c) e*
(A.44)dbf.dbu
A seguir, deveremos determinar a expressão para a energia interna por partícula e. A partir da 
equação (1.74) e com o resultado obtido acima para temos:
* 3 (0  1]
e|* = m c2h i o - c J '  ( A -4 5 )
O próximo passo é calcular o quadrivetor fluxo de entropia definido em (1.52) e de onde obtemos
S"Ie =  -* { ln
nC _Ç_
mc2
A partir da entropia por partícula definida da seguinte forma:
[47r(mc)3Ar2(C)-
U ^ e ) (A.46)













kT e p\E = nkT,




A Função Modificada de Bessel
A maioria dos resultados obtidos por nós ao longo deste trabalho estão expressos em função 
de <j (C)> a qual é, por definição, a razão entre as funções modificadas de Bessel de terceira e 
de segunda ordem. Portanto, este apêndice será dedicado à apresentação da função de Bessel, 
assim como de algumas de suas propriedades.
A função modificada de Bessel de ordem n, que é usualmente representada por K n(Q [30] 
é definida como:
© * r $ í f e f  * ■' * ( * ’ - O “ * ( a i )
onde e é a base natural de logaritmos e T(n) é a função gama, para a qual valem as seguintes 
relações :
r(n + l) = nr(n), T(l) =  1 e r(l/2) =  V5F- (B.2)
Fazendo agora a seguinte mudança de variável x — coshí, encontramos a seguinte ex­
pressão alternativa para a função modificada de Bessel, em termos das funções trigonométricas 
hiperbólicas:
*■«> =  ( § ) ’  W T W )  j T *"*- 'senh2ntdt ( B '3 )
Relacionamos a seguir duas fórmulas envolvendo K n(Q\
d_ ( K n(Q \  =  K n+1(Q 
d Ç \  Cn )  Cn ’
d
(B.4)
i (  I C X M )  =  - C K ^ d ) ,  (B.5)
as quais podem ser combinadas de modo a obtermos as seguintes fórmulas de recorrência:
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Onr)
■KW+1Í0  -  -KV ÎÍC) =  j K n(0 , (B.6)
*»+.(<) =  2 jr„ (0  -  (B.7)
Considerando G(Q =  Kz{Q/ K.2(C) e fazendo uso das fórmulas de recorrência (B.6) e (B.7), 
encontramos as seguintes relações úteis envolvendo K n(£):
^ - 1 + 6 ^  ÍB81K 2(Q 1 +  6 c • (B-8)
K>{0 c t n  , 4"G(f) , 8 , r » ,
K Ã Õ  ~  (C) ~  C’ (R9)
* 8(C) -  1 i 80 i ifiG(Ç) i i°n G<C> <r m\~  1 +  ^  + 16—  +  48° - ç r  •
No capítulo 2 precisamos expandir os coeficientes obtidos nas equações de Burnett para
os casos (C >  1) e para (£ <C 1). Portanto, as expansões para K n{Q , nestes dois limites, são
dadas respectivamente por:
Í IT  1 r 4n2 — 1 (4n2 — l)(4n2 — 9)
n(g  V 2Cec L 8C 2!(8£)2
(4n2 — l)(4n2 — 9)(4n2 — 25)
3! ( 8C ) S
+  ...] , (B.ll)
/  n+2Jc
K  (o  =  -  y v - i ) k ^  +  (~ i)n+l y   fin—
0  k \ ( í ) n- 2k k k '-(n + k y-[ 2
~^ip(k  +  1) -  ^ ( n  +  k +  1)], (B.12)
onde
^(n  +  l) =  - 7  + J p  ip{l) =  ~7- (B.13)
fc=i K
Na equação acima 7  =  0,577215... é a constante de Euler.
Na verdade, quando realizamos estas expansões, utilizamos o programa algébrico Maple; 




Deduções Relativas ao Capítulo 2
C .l Os Multiplicadores de Lagrange
Vamos determinar, nesta seção, as expressões para os multiplicadores de Lagrange fora do 
equilíbrio XFE, AEE e AÊ .  O conhecimento desses multiplicadores nos possibilitará obtermos 
a função de distribuição de Grad.
Iniciemos considerando as seguintes decomposições:
\ l E = \U u + \ aA :, (C.l)
AfE> =  AUaUv +  ( A ^  +  Ò&J') +  (a* A ; -  i A ^ A „ )  . (C.2)
Desta forma podemos escrever a equação (2.15) como:
f = /(O )/! _  ^ a fe  -  ^  (\Uf + 'KAl ) j f -  ^  A U„U„ +  I a » ( a IUV +  A iu„)
+A0 ( a - A ' -  ÍA "A „ „ )  p -y -j. (C.3)
Substituindo a expressão (C.3) na definição do quadrifluxo de partículas (1.39) e integrando, 
obtemos o seguinte resultado:
\ F E y n  +  X F E mG{Ç)U>1Uv -
mc2 AIV + AF E< (J V >
G( C)
c (g^U*  +  glUTUv +  gavU
UFUVU° = 0, (C.4)
onde usamos as integrais que se encontram na seção (A.4) do apêndice A e que são dadas por 
(A.38) a (A.41). Multiplicando agora este resultado pela quadrivelocidade e pelo tensor 
simétrico A£, encontramos respectivamente as seguintes relações:
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AFE +  Ãmc2 ( ^  “  ^ )  +  A m V  ( l  +  3 ^ )  =  0, (C.5)
K à .m + m ^ G A .A "  =  0. (C.6)
Fazendo agora a substituição da expressão (C.3) na definição do tensor energia-momento 
(1.40) e novamente utilizando os resultados das integrais que se encontram na seção (A.4) do 
apêndice A, determinamos para este tensor o resultado:
T'**' =  - ^ m c 2̂  +  nmGU^U1' +  n2<?TXFEg T  ~ FEGU>1UU
C ' k
W m c 2TG[c2\g ,M' +  2Ã tW 1/ +  Ãa(A^ U 1' +  A“" ^ ) ]  -  n2mc2T (ç  +  6G (C ))ãC W / 
- n 2c2T A <̂Q -(c 2g11'' +  2 tW t/) +  n2T A (l + 6 ^ ^ )  (cV “' +  bc2UflUu) -  n2T c(c?(0  
+ 4 8 ^ P  +  - ) c 2AUfíUu -  n2c2TK 0̂ p - { A ailUv +  A“" CP) +  n2c2TA a ( l  +  6 ^ )
C C/ C \  ç /
(Aa í̂Ul/ +  A ^ W 1) -  n2c2Aa^ T ^ - { A atlA ^  +  AQI/A ^  -  ^A ^A *“'). (C.7)
C 3
Substituindo agora, esse resultado para T y,v nas equações (1.71) a (1.74):
^A£A£ -  ^AffTA ^ )  T** =  , A ^ T '“' =  - 3 (p +  ® ),
A°Ul/T fiI' =  C^C/„T'M' =  nc2e,
obtemos as seguintes expressões:
p<<̂T> — —2n2m2cíT —A(‘CT\
zu =  —n2c2T  
qa = n2cAT
Afe 4- Gmc2\  +  ^1 +  5—J m2c4A 
Gm AT<T\ T d* (1 +  5— 177i2c2 AT(TAt








Resolvendo agora o sistema composto pelas equações (C.5), (C.11) e (C.13) ficamos com:
(C.14)
afe =  (15G +  2Ç -  6G2(  +  5GÇ2 + Ç3 -  G2Ç3) tu
C 6n 2c 2 T ’
~ 3Ç(6G-HÇ -  G2Ç)zv 
C§mn2c4 T  ’ (C.15)
C s n W t f T ’ 
onde os coeficientes C5 e Cç são dados por (C.172).
Do sistema de equações (C.6) e (C. 12) rèsulta que:
A<r C + 5G -  G2C n2m 2c6T  ’ Ĉ‘17^
^  =  C + 5(? — G2Ç, mn2c4T ' Ĉ‘18^
E, finalmente, temos da equação (C.10) o seguinte resultado:
A<*T> =  (C.19)
2 G n2m 2é T  v ’
As expressões (C.14) a (C.16) e (C.17) a (C.19) são os multiplicadores de Lagrange que 
precisávamos encontrar. Observamos que eles são dados em função dos quatorze campos.
C.2 Expressão para d a T
Com a ajuda da relação (1.64) podemos obter a seguinte expressão para a derivada do 
terceiro momento T»va\
dffT ^  =  '{ ^ U 0D +  = (C \D n  -  ^ nC[DT -  | C2w D T  +  C2 W )  tW "
+(nCi +  C2w){UllDU'' +  U^DU») + ^  (m 2Dn -  CxDn +  ^n C \D T  
- C 2D w  +  ^ C 2w D T^ (cV "  + 2Uf*Uu) +  ^ (nm 2 -  nCl -  C2w j  
x {U^DU” + irD U *) -  ~ C,3DT(Ufíql/ + XJV̂ )  + ^ [ g ^ U aDqa
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+U*Dif +  I T D ^ )  + ^ C 3D T ( U ^  + C /V ) -  ^ C ^ U W U e D q *  
+UiLDqv + qvDU** + CTZV +  q^DU^ -  ^C[DTp<,lv> +  C4(Dp<>tv> 
+ \ u vU(JDp<lia> +  \ u ttU<fDp<va>) +  (nCi +  C ^ U H T V  aUac c
+J  (rn2UvV u'n -  CiCTV^n +  ^ [ n U ^ T  -  C ^ V ^ w  +  
+ *Ç ( n f u ^ n  -  C i U ^ n  +  ^ [ n U ^ T  -  C$J'iV vm  +  ^ C ^ U ^ T )  
+ j  (nm 2 -  nCi -  C2w ) (g^V ^U " + V^í/" +  VI/C//1) -  ^C '3(g^qaV cT  
+quV flT  +  g^V T ) +  C z ig ^ V r f  +  W  +  V V )  +  ~ C ,3U‘tUu qaV  CTcz T
- ^ C j ^ í t v /  +  c / v v ^ c / "  +  c / v v ^ c / * *  +  Wqv^ aua +  c / v v ^ c r )  
-  ̂  CfVffT  (p</í0> Uu +  p ^ U » )  + C,4(í7I/V<rp<M<r> +  p<tu,>V aUa
+p<̂ >V aUv +  p<va>V„C/M +  t/*1 V cP<va>) • (C.20)
C.3 Resolução das Integrais I a i a 2- a k
Para que possamos encontrar a solução completa para o termo de produção (2.24) será 
necessário resolvermos as seguintes integrais:
/« ' =  ! /  ( f f  +  f f  -  P M  -  p W <04 r * ™ f i ^ r $ .  (C.21)
4 7 Pl P
I ‘™ = j f  ( f i f i  + f f  -  ? W  -  + fi)0F < m Í | í  (C.22)
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1 ~ *  = J / w ;  + P 'V  - r f p í  + P Î r f ) < 7 F f f î ^ l ^ ,  (C-23)
j r *  =  £  f  W l + p -v  _  r f K  _  ( c  24)
Pl Pu
= |  í (pW r + p,v » _  _  p - v o / m / m ^ p V + p ^ p f p í j ^ n Í P i ^ .  (c .25)
 ̂ 7 P l P
I ^ e,r = \  /  (P 'W  + P 'V ' -P fP Í  - ^ J / ^ / Í V p f p ^ V í - d n ^ i ^ .  (C.26)
As duas primeiras integrais deste conjunto, a saber (C.21) e (C.22), são identicamente 
nulas. A explicação para este resultado pode ser apresentada da seguinte maneira: Se ip e (p 
forem funções arbitrárias e I(<p) representar a integral
*(</>) = f  / <0)/ ! 'V ,  + < b '-< h- 4 > )F a d íl^ ,  (C.27)
então vale a seguinte propriedade:
/  (C.28)
A demonstração é semelhante àquela utilizada na dedução do lado direito da equação de trans­
porte, conforme seção (A.3) do apêndice A. Em particular se <p for um invariante de soma, isto 
é, <{>[ +  <(>' =  4>\ +  <p a integral (C.27) é igual a zero. Portanto, como na integral P "  a função 
tp é igual a c, então ela é nula. Já na integral a função tp é igual a cpa, logo, pela lei de 
conservação do momento linear e energia, ela também é nula.
Deveremos então, resolver somente as integrais (C.23) a (C.26). Apresentaremos aqui 
somente o roteiro do cálculo de uma delas, conforme [13], a saber (C.23), pois, para as demais,
apesar de serem mais complexas, o processo é análogo e daremos somente a resposta final.
Consideremos a integral:
=  í í  ( p » y j  +  p '» p '-  _  p fp j-  _  p - y O Í p V  +  p f p f í / ^ ^ f a F c í n ^ ^ .  ( C . 29)
4  J  Pl P
Para o seu cálculo, vamos introduzir o quadrivetor quantidade de movimento total e o 
quadrivetor quantidade de movimento relativo definidos como:
P» =  pM + t f ,  p *  =  p* +  p f , (C.30)
<y=i?-vf , Qv = p'“ -  pT■ ( c .3i)
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Das equações acima e considerando as leis de conservação da energia e momento linear, 
seguem as propriedades:
=  p *  =  p t^  =  ( c  32)
P 2 =  4m2c2 +  Q2, (C.33)
onde
P ^  =  P 2, =  - Q 2. (C.34)
As transformações inversas de (C.30) e (C.31) são:
P" =  \  (P* + < T), V>1 = \ ( P “ -  <?), (C.35)
p "  =  5 (P* + Q"1) , pT = \  (P» -  Q1“) • (C.36)
Desta forma, temos:
f t f i  + ?> '* ' - p f p í+ p " p 1' =  -  Q^Q“), (C.37)
p V + p f p f  =  5 ( ^  +  0 “« ') ,  (C.38)
d3ptPpi = | J  | ê P ê Q  =  ^ - ê P ê Q .  (C.39)
Por outro lado, da expressão que define 0 fluxo invariante (1.32), a qual pode ser escrita 
como:
F  =  ^ l / ( »  -  ”i)2 -  x * ) 2 =  •/(pfp, ) 2 -  m V
= P°P0l
ficamos com a seguinte relação:
' £  _  P } \2 _  ( £  P i Y  P°PÍ
,p° p \ )  c2 \p°  P i /  c
(C.40)
,d3p d 3px 
P° Pi
(C.41)
Escolhendo o referencial centro de massa, onde as componentes espaciais do momento linear 
se anulam, temos:
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(P ',) =  (P,5), (O“) =  (0,(5). (C.42)
O módulo da velocidade relativa de Mdller, com o auxílio da (C.40) fica:
9 =  -  (mc)4 =  2c% '  (C.43)
onde consideramos que:
Kp„ =  i ( P 2 +  Q \  p°p° =  (C.44)
Das considerações acima, podemos escrever a integral (C.29) em função do quadrivetor 
quantidade de movimento total e do quadrivetor quantidade de movimento relativo Q11
= £  I  (papP  +  Q*QP)fW fW  a Qd3 Q ^ L  d^  (C.45)
Escrevendo o elemento de ângulo sólido df2 = sen0d©d$, onde © e $  são ângulos polares 
de Qlfl em relação a e tal que © é o ângulo de espalhamento, temos:
=  c_ J ( Q ' » Q , v  _  Q»Q")(p°pP  +  QaQ?)d<í>f{0) fl° ] aQ dzQ ^  senQdQ. (C.46) 
Se agora orientarmos Qu segundo o eixo x3, obteremos a seguinte representação:
(C.47)
0 \ / o \
0 sen© cos $
0 (Q,,x) = Q sen©sen$
\l) \  cos © /
(<T) = Q
e o resultado para a integral em d$ é:
r2n
/  {Q^QW -  W )  d$ =  7rQ sen © 
J 0
( PM~ p — < r -  3
Oo
0





Q2 1 • (C.48)
Por outro lado, se Q, 6 e denotarem as coordenadas polares de então podemos escrever:
(Q“) = Q , d3Q =  Q2sen0 d6 d(f> dQ =  Q2dü*dQ.
/  0 \
sen# cos 4> 
senflsen (f>
\  cos 6 J
Substituindo estes resultados na expressão para a integral (C.46), ficamos com:
(C.49)
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i rc0  = ™ J  ( J ^ _ g^ _ 39 ^ y P °p 0 +QaQ0)f (0)f (0)Q5asen3e d e d Q *dQ^ _  (C 50) 
As integrais em dfl* podem ser calculadas e apresentam os seguintes resultados:
jQ ° iQ ° > .. .Q « ^ d n * = 0 , (k =  0 ,1 ,2 ,3 ,...) (C.51)
I QaiQa> ■ ••Qc‘2kdQ* =  ~ Q ^ K Q' --a2k. (C.52)
Observa-se que as integrais com número ímpar de Q* são nulas; aqui utilizamos a seguinte 
notação:
p iipu
=  - p 2~  -  gT  e K ^ aT = K ^ K aT +  +  K ^K ™ . (C.53)
Podemos também fazer uso da seguinte propriedade:
/  ( p f r  ~  4 "  ~ 3^ - ) p a i ' '  •pakdÇl* =
=  { ^ p T  ~  • • •pak I d W  ~ -pppai ” pak I Q ^ d t t *
f p iipv  x Q AttO2 f p v p 1' \
=  4>r(—  ~ r j P “1 ~  ^ P “' ■■■Pai~ Y - { - y r  -  < r)  = 0 , (C.54)
isto é, as integrais em dfl* que apresentam o produto dos quadrivetores quantidade de movi­
mento total P a pelo fator se anularão.
Assim a integral (C.50) assume a seguinte forma:
r ,  =  ? /  ( i r - í ' ' - 3y - ) « W ,|Al' ' « í « 18 i i e í ! , i i e ^ .  ( c .55)
Considerando a função de Maxwell-Jüttner e o resultado para a integral em <20
^  í  - 3 e d e  -  !■ (a56)
e integrando em df2*, chegamos ao resultado:
= ______ * 1 _______  f  ( * ™ L  _  (C.57)
192(A:T)2m4cAr2 (0 2 M  3 5 J  ^  P° K
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Substituindo as expressões para e dadas por (C.53) encontramos que:
I ^  =  ---------- —   [  f _  16 Q7
m (kT ¥ rn * cK 2{ 0 2 J L 15 P 4 15 P*9 15 P*9 £
+ j f  <3 W " . Z  +  +  i -  \ q T ^ Z  +  f  ̂ ‘* 2 ' “
+ ~ 9 m Z ‘‘e -  | Q7g ^ g ^ Z dQ, (C.58)
onde Z alQ2- a* representam as seguintes integrais:
Z aia2...ak _  f  p a ip a 2 (C.59)
J
Podemos simplificar ainda mais a integral (C.58) se considerarmos
r o (-2n+1'>
C ' " “‘ =  J ^ p ^ Z aia2- akdQ. (n, m =  0, 1 , 2,3...) (C.60)
Portanto, em termos de 72“1“2”‘Qfc> a integral (C.58) fica:1
jHi/a/3 = " v  r - f  « T 15 -  f s “^  -  5 < r r c g ’ +  f í T í " ’* « .9 6 0 ( f c r ) 2m 4c / i : 2 (C )5
+ < 7 * ^  +  72$ +  <T 72^ +  gpTVg -  g ^ g ^ R 03 -  g^g***™ (C.61)
Para chegarmos ao resultado final desta integral, deveremos encontrar a solução para 72-03, 
7̂ 23 e 7̂ .43Q/3. Vejamos, portanto, como chegar a estas soluções.
Segundo a equação (C.33) temos:
P 2 =  (P 0)2-  | P  |2=  (Q2 + 4m 2c2). (C.62)
Considerando
po
V =  (Q2 +  4m2c2)i/2’ (C-63)
temos para |P |2 e d |P | as seguintes expressões:
|P |2 =  (Q2 +  4m2c2)(y2 -  1), (C.64)
1 Representaremos estas integrais pelo símbolo 1Z como uma forma de reconhecimento ao trabalho desen­
volvido pela nossa ex-colega Suzana Reinecke, falecida prematuramente quando realizávamos este trabalho. Ela 
efetuou este desenvolvimento a fim de facilitar o seu emprego na computação algébrica, da qual era profunda 
conhecedora.
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,i 5 , _  (Q2 + 4m2c2)1/2
I I— (y2 _  j î/2 Vty' (C.65)
Precisaremos ainda do seguinte elemento de volume:
,2
d3|P | =  senfldfldcplPl* d\P\, (C.66)
ou ainda considerando (C.64) e (C.65):
=  senddtid^Q 2 +  4m2c2)(y2 -  l ) 1/2dy. (C.67)
Assim, podemos resolver as integrais z aia2 ’ak (C.59). Em particular vamos resolver
z  = J e-è ™ ,Ç .  (C.68)
Efetuando as integrais em 6 e em <j> e utilizando o referencial de Lorentz de repouso no fluido, 
chegamos à seguinte expressão para (C.68):
2  =  4tr(Q2 +  4m2c2) + 4m2c2){y2 -  l )1/2dy. (C.69)
Com o objetivo de simplificarmos esta integral, consideremos a seguinte definição:
/  O2 \  */2
Q '  = ( J ? +4) • ( C 7 0 )
Assim a (C.69) fica:
/
OO
e~^Q*y(y2 — 1 )l/2dy. (C.71)
A integral em (C.71) é uma função modificada de Bessel e segundo a equação (B.l) do 
apêndice B, temos:
e"{«‘V  -  l ) l/2áy = K\ ^ * ) . (C.72)
Desta forma chegamos ao resultado final para a integral Z\
Z  =  4tt m 2c2Q*2K4 ^ — - (C.73)
C Q*
A derivada da equação (C.73) em relação a pode ser escrita como:
dZ
dfr
Z „ / d /ATi(C)\ „ / 2x à dd ínr7Á,-  =  (C.74)
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onde bp é dada por (1.89) e conforme dedução que se encontra na seção (A.4) do apêndice A. 
Assim,
d Ç  ( m c 2)
« í =  ~ c  <c -75)
e utilizando a relação (B.4) do apêndice B, obtemos desta forma os seguintes resultados para
as integrais:
Z* =  4irni2kTQ*2K 2{tQ*)Utí, (C.76)
=  4Tr(mkT)2Q*2[—g,lvK 2(ÇQ*) + ^ Q *  R ^ Q ^ U * } ,  (C.77)
Z ^  =  4-k (mkT)3Q*3 [k 3(ÇQ*)(9^ g a)S +  g T ? *  +  g ^ s T )  ~ ^ Q * K 4(CQ*)(g^UaU0
+ga^UflUv + gm UvU^ +  g ^ U ‘/Ua +  g^U^U?  +  g ^W U * )
+(lf)  Q*2KsttQ*)uftuuuaul3 ■
Agora estamos aptos para resolver as integrais 72-03, ^23 e ^-43Q/3 •
Descreveremos agora, detalhadamente, a solução para 72-03 e para as demais somente dare­
mos a solução. Assim:
72-03 =  /  QrZdQ. (C.79)
Da definição (C.70) temos
Q =  mc(Q*2 -  4)1/2, Q7dQ =  m 8c&(Q*2 -  4)3Q*dQ*. (C.80)
Substituindo o resultado para Z  dado por (C.73) e ainda usando a (C.80), obtemos:
II03 =  4irm10c10 j  Q*2(Q*2 -  4)3K ^ Q ^ d Q *. (C.81)
Fazendo agora a seguinte mudança de variáveis:
x  =  ÇQ*, com 2C < x  < 00, (C.82)
ficamos com a seguinte expressão para 72.03:
(C.78)
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OOO 10 r̂»10 f0O * ^ 2 \  3
^03 =  4tt— x2( — -  4)  A ^ d s . (C.83)
A integral acima deve ser resolvida utilizando-se as fórmulas de recorrência (B.6) e (B.7) para 
as funções de Bessel. O resultado final é:
n 03 =  61447T ——— [AÇ>K2{2Q +  (12 +  z2)K z(2Q), (C.84)
77l^ C ^  f 2 ^
K g  = 3 0 7 2 7 r - ^ | - 9H C ir2(2C)+4tf3(2O]+ ^U"tH6ÇA:2(2O+(20+<2)tf3(2<)]}, (C.85)
97^10^10 ✓
= 15367T ——— I (g^g01̂  +  g T ? *  +  g ^ s T )c7 - K 2 (2Q + K 3(20
g«PU»Uu +  g^U^U*  +  g>xaUpUu +  g ^ U aUv +  gvaU^U^j (V + ^ j K 2{2Q + 7KZ(2Ç)
( j  + ÍOC)AT2(2C) +  (48 +  C2)AT3(2C) U W U ^ y  (CM)
Substituindo os resultados de todas estas integrais na (C.61) e procedendo às devidas 
simplificações, obtemos finalmente a solução:
1 ^  =  f  n^ r £ (̂ 2--{ -  [2*2(20 + C * 3 ( 2 C ) ] 0 ^  + 3[(2 +  Ç2)K 2(20
+5CK3( 2 0 ] R ^  -  I  [(2 + 15C2)AT2(2C) +  C(49 +  3C2)AT3( 2 C ( C . 8 7 )  
No resultado acima, utilizamos as seguintes quantidades tensoriais:
jyj,vaP _  J_
QHU _  _  « unijy
c2
A <xaUuUp + A ^ U vUa 4- A ^U ^U 0 +  A v0U^Ua




onde A ^  está definido em (1.55).
Analogamente a este processo, podemos determinar as demais integrais, que portanto 
apresentam o seguinte resultado:
137
ruuaBa 32n2'Ka(T)(kT)7 ( f . .  „ i r fl TJQ i
=  45 m ¥ 4 ) =  {-[C(235+10C2)A:3(2C) +  (30+65C2)jf2(2C) R r* ’~ X '™ 0 * ’




+ 35Ci^s(2C) H- (30 -h 5C2)/sr2(2C) y a f i e  Q /j,»
+6 C(247 + 27C2)AT3(2C) +  (6 +  79C2 +  3C4)ür2(2C)
TJQ rjB -|j-ytivap   jjfivaa  _
C2 C2 .
+6 .Uv U* 5 ,Ua 1 ___ |_ j-ji/afia _____ ______________C(13 + C2)tf3(2C) +  (6 -  5C2)iÍ2(2C) 
onde temos para os tensores X ta/a e Y*J,l/a as seguintes definições:
XV»* _  .1 {^}Mu v +  ,
y/*w _  J _umjvjjo -  — ( ^ uUa +  A^í/*1 +  A ^ t /" 1 . 
c6 3c2 V )





-  [70(6 +  48C2 +  0 ^ 2 ( 2 0  +  35C(314 +  25C2)ür3(2C)] +  ^ R ^ TUaU0
[210(2 +  X 2)K 2{2Q +  70C(37 +  C2)tf3(2C)] C TK& rr
~  [210(2 +  7C2)tf2(2C) +  70C(77 + 3C2)i^3(2C) QfJLVQOtPQCrT QHVpCL$<JT
+ [21(4 +  274C2 + 21C4)üT2(2C) +  14C(1237 +  196C2 +  3C4)tf3(2C)] ^ L T ^ U ^ X T
2 2 9-| DPWTlJpJJO' _| £)VV0crjJotjjT _| jjuvPtjjoljjít
c4 c 4 c4
-  [2 1 (-4  +  170C2 +  17C4)i^2(2C) +  14C(763 +  141C2 +  3C4)tf3(2C) 2l dvv&Pjjtjjo 
.C4
+  D^rajjccjjp  
C4
+  [28(3 +  51C2 +  2C4) í í 2(2C) +  7C(634 +  71C2)AT3(2C) ■fíjíVOTÎ CLp jgivaP£OT
-  [ l4 ( -6  +  28C2 +  C4)AT2(2C) +  7C(166 +  19C2)A 3(2C) f i j iuaoJf f l vf rT£OLO
+Rtil/l3<T A aT +  R^var
+ |  [l4(13C2 -  6 )tf2(2C) +  14C(43 +  2C2)tf3(2C) Qfiu jjapc
+ ( -1 2  +  938C2 +  45C4)AT2(2C) +  46C(61 +  8C2)tf3(2C) 2 j j f i u a P  _|_ 2 j [ ) í í i/< tt A . a ^
+ ( -1 2  +  182C2 +  3C4)AT2(2C) +  2C(283 +  23C2)A 3(2 0 2DfluaaA Tp
}•
(C.95)+2DA“'^TAQ<T 4- 2Z)/ii/£T/3AQT +  2DtluaTA al3 
Onde fizemos uso dos seguintes resultados para as integrais Z 'i"<TTe e Zta/ffreX;
Z^rre = j ^ f p rp,e-bxP̂  =  47rm4(kT)3Q*4 [ k 4(ÇQ*) [ u ^ g ”  +  g ^ g “  + g°vgrí)
+Uv{gaTg ^  +  g ^ g aí +  g ^ g TÍ) +  U ^ isT íT  +  <T <T +  <T <7T£)
^ i r i s T s r + < r  < r + < r < n + ^ e(< r  < r + < r  < r + < r  < n
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777
- y r Q*K * (CQ*) g<TTUßUvUi 4- gßTUl'UaU€ +  gVTUtíUaUí +  g<Tl/U^UTUe +  g(7ßU7Ul'U e
+gßUUTU<7U€ +  g ^ V 'U ^ U 7 +  g^U ^U ^U 7 +  g ^ U W U 7 +  gT€UßUuU(J
+ (C.96)
z ^ r«A  =  | p W p rpy e -6AP̂  =  47r(mA:T)4Q*4|  -  ^ (C Q * )
+ < r  W £+<? V £+ ^ V )  +  < r  W £+ <7Av £+ <?"V£) +  < r (< rV T+ < r  ̂ + guXgra)
+gßX{g(TTr  +  geTgav + gaigTU) + ^ Q * k 5((Q*) u ^ { ga7gXi +  <?AV £ + <7"V£)
+ E W '($ ‘V e +  < ?V £ + S * V e) +  W U 7(gv°gXí +  0AV £ + 0 * V e)
+ £ W £(<r<7AT +  gx°gvr +  ^ V " )  +  UßUx {gvtgaT +  < T V  +
+Ul'Utr (gßT gXe +  í / V  +  V í H  +  UvUT{gßC gX€ + gx<7gß£ + gßXgai)
+Ul'U \g turgX7 +  gx°gßT +  gßXg°T) +  ETtf A(<T <T +  gtagßT +  gßtgaT)
+U<7U7{gßUgXi +  gXvgße +  gßXgUi) +  U ° U \g UßgX7 +  gXvgßT +  gßXgV7)
+UaUx {gvugtT +  gU€gßT +  gU7gßi) +  U7U*{gVßgXa +  gßagvX +  gßXgav)
+ ÍT C /W £ + gß°gvt +  guagßt) +  UxUe{ g ^ g aT +  gßagvr 4- p ' V " )
_  (J !L .yQ *2K 6(CQ*) UßUvUaUTgeX +  UßUuUaU€grX +  UßUvU °U xgeT
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+UflUl'U€UTgcrX + UtlUvUxUr gea +  U ^ U ^ U 7 gvX +  U*UxU,xUrgw
+UeUl/UaU7g,iX + UVU°UXUT g ^  +  UxUeUaUT g"» +  UUUXU*UT g ^  
+UvU<7UeUxgtlT +  U*UeUxUT gua +  U^UiUaUxgt/T +  U ^ U ^ g * 7
+ (m Ò 3Q*3K7(ÇQ*)UtlUl'UcrU€U7Ux }. (C.97)
Concluímos, aqui, este exaustivo apêndice, apresentando parte do cálculo necessário para a 
obtenção das integrais 7a i Q 2 que fazem parte do termo de produção P M1/ e que representam 
uma parte muito importante desta tese, pois precisamos delas para a obtenção das equações de 
Burnett relativísticas.
O cálculo destas integrais é muito exaustivo e cheio de detalhes de modo que para a sua 
determinação utilizamos em certas passagens a computação algébrica, onde em particular se 
usou o programa algébrico M aple.
C.4 As Derivadas Materiais Convectivas e Gradientes
para q T̂  e p<̂ 1/>(1)
Nesta seção iremos determinar as derivadas materiais convectivas para a pressão dinâmica 
Dm^l\  para o fluxo de calor Dq7̂  e para o deviante do tensor pressão Dp<fiU>̂  , que aparecem 
no cálculo das equações de Burnett relativísticas.
Vejamos inicialmente o cálculo para Para tanto consideremos a expressão para tu1
definida por (2.38), que resultou da primeira iteração maxwelliana, logo,
D w ^  =  D i - r j V ^ ]  = -D ijV JJ*  -  ^ ( V ^ ) .  (C.98)
A derivada material convectiva para rj pode ser escrita da seguinte maneira:
Dn =  W d *  =  =  - f / O T ,  (C.99)
onde empregamos a definição para a derivada material convectiva (1.65), a definição para (  
(1.91) e rf representa a derivada de rj em relação a C- Finalmente, considerando o primeiro 
termo que aparece na expressão para D T  (2.33), isto é,
D T = \ £ - V ltUtt, (C.100)
nkCe
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chegamos ao seguinte resultado para o primeiro termo de (C.98):
D nVjj* =  - - ^ / ( V ^ ) 2 . ( c . í o i )
Observa-se que os demais termos em D T  foram desprezados, no cálculo da (C.101), pois segundo 
a nossa aproximação, desprezaremos termos de ordem superior aos quadráticos nos gradientes 
e divergentes.
Vejamos agora o segundo termo da (C.98), isto é, a derivada material do divergente da 
quadrivelocidade. Através da definição do gradiente (1.66), este termo pode ser escrito da 
seguinte maneira:
DiV^U») =  U°dcriV^U*) =  U ^ d r id ^ )  -  ^ V T d M ^ d v U p .  (C.102)
Como
dviV^Un) =  0 =  U ^ U p  + =  2 UpdvU11, (C.103)
verificamos que Utldl/U,J‘ =  0 e que portanto o segundo termo da (C.102) é nulo. Desta forma 
a (C.102) se reduz à seguinte expressão:
D { V ^ )  =  Uadad^U^. (C.104)
Trocando a ordem das derivadas covariante e contravariante e utilizando a seguinte relação:
U ^ d ^ U » )  =  d ^ d o U » )  -  ( W W r U p ) ,  (C.105)
a (C. 104) pode ser escrita como:
D(V„CP) =  d^U ^daU J -  (&tU<r)(d<rUl>)- (C.106)
Novamente empregando as definições para d^ e (1.64) e simplificando, obtemos:
r>(V„EP) = DDU„ + W iDU») -  (C.107)
Pode-se verificar facilmente que U^DDU^ =  -D U ^D U ^  quando se utiliza a propriedade 
XJ^DU» =  0, logo,
D Ç V ^ )  = V ^ D U J  -  -^DU^DUn -  (C.108)
Para os dois primeiros termos devemos utilizar a expressão (1.80) para DU*1, onde também 
consideraremos somente o primeiro termo, isto é,
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D u " =  ã v “p- (C109>
Assim, o primeiro termo da (C. 108) pode ser escrito como:
V“(DC7' ) “  v " ( ^ v »p)  =  ( c m
Para encontrar a expressão do gradiente '\/ti(c2/nh), devemos considerar que n =  p/fcT e
h — mc2G, definidos, respectivamente, pela segunda equação da (A.50) e por (1.98). Desta
forma encontramos para este gradiente o seguinte resultado:
v ' ( á ) = - é W h + k i W T - w W p = - ^ < G V f p + ^ ( 1 + ^ ) v ' T - < C 1 1 1 )
Desta forma a (C. 110) fica:
W , )  =  ~ ^ < G W P^ P+ J j L ( l  + c f  ) v 'T V íp +  (C.112)
que está expressa em termos dos gradientes da pressão hidrostática p e da temperatura T. 
Para o segundo termo da (C. 108) temos:
±DU>DU, =  ^ V ^ V - p .  (C.113)
onde consideramos a (C.109). E, finalmente, para o último termo da (C.108) devemos considerar 
o fato de que um tensor pode ser expresso em termos da sua parte simétrica sem o traço e da sua 
parte anti-simétrica, portanto aplicando esta propriedade para o gradiente da quadrivelocidade, 
temos:
V W  =  (C.114)
O
e desta forma encontramos o seguinte resultado:
+  v [0u ^ u ^  +  ^ ( v ^ t g 2 . ( c . 115)
Na dedução acima utilizamos também as seguintes propriedades:
=  0, A lwV <ltUv>= 0  e V <H r >V [/lUv] = 0, (C.116)
Desta maneira, considerando os resultados (C.112), (C.113), (C.115), a (C.108) fica:
zw /p> = ^ +CG)v'pV̂ + é f { l + cf ) v ' r v »p
143
-  V [aU ^ U ^  -  ^ ( V ^ ) 2. (C.117)
Substituindo agora os resultados (C.101) e (C.117) em (C.98), obtemos a expressão final 
para a derivada material convectiva da pressão dinâmica, a saber:
d *™ = § - y ' ( K u n *  -  n [ ^ v rP -  -^ (i + cg)v>v„p+ -£L(i + f  )v-rv„Prc2 ^ c2 „  , , rnT7M„T7„ ,  c2 /  , ( ? c
-V<»Ua>V <tlUa> + (C.118)
Vamos agora proceder à determinação da derivada material do fluxo de calor DqT(~1\  para 
tanto devemos utilizar a expressão para qT̂  dada por (2.39), assim:
DqT(l) = D[A(VTT -  ^ V Tp)] =  DA(VTT -  ^ V Tp) +  a |d (V t T) -  d ( ^ V tp) . (C.119)
Para a determinação de DA, devemos proceder da mesma forma como fizemos para Drj, assim:
DA =  ~ X 'D T  = —p rX V ^U ^  (C.120)T  Ce
onde consideramos a expressão (C.100) para DT. Desta maneira o primeiro termo da (C.119) 
fica:
DA(VTT -  -^-VTp) =  . (C.121)
T ih  C e  \  n h  /
Para a determinação da expressão do segundo termo da (C. 119), vamos precisar da derivada 
material D(VTT). Desta forma, aplicando as definições para a derivada material, para a
derivada covariante e do gradiente VT, obtemos:
D(VTT) = U ^ i s T  -  ^ UuUT)dvT  =  ~ ^ D U TD T  -  ^ U TDUV̂ VT  +  U ^ d ^ T .  (C.122) 
Considerando que
u^ara^T = dT(utldflT) -  õtu^ t , (c.123)
a (C.122) fica expressa da seguinte forma:
D(VTT) =  —%DUTD T -  \ u TDUvV vT  +  VTDT -  VT17#iV„T, (C.124)
c2 c2
ou ainda, considerando as expressões para DUT e D T  temos:
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D (V ' T) m - £ h è ? r i” ' ü r ~ ^ crv>v"r + è í 1+cl ) VTrv-t7'‘
+ £ - v r v l t u it -  v /ir v < Tc/íí> -  -  - v Tr v ííc//i.
^6 3
Seja agora a seguinte derivada,





Na dedução para essa derivada utilizamos (1.76) para Dn. Para o segundo termo da (C.126), 
vamos precisar da derivada material do gradiente da pressão, isto é,
D (V Tp) = ~ ^ D U TDp -  ^ UTDUvV vp +  V rDp -  V ^ V ^ p ,  
que é análoga à (C.124) para T. Mas como p = nkT, temos:
Dp =  kTD n  +  nkD T  =  - p ( l  -
E o gradiente de Dp é,
(C. 128)
(C.129)
VTDp =  -  ( l  -  ^ ) VW "  -  p ( í  -  ^ ) VTV>-Cr'  + P f ^ TTV„U“. (C.130)
Substituindo agora os resultados (C.121), (C.125) e (C.126) na (C.119), obtemos a seguinte 
expressão para a derivada material do fluxo de calor:
DqT = A —  - ÿ - ( —  -  A
C6 nh \Ce ) .
Vr (V(TC/<7) +  A
x á ^ - c b X - t H
j .
CGJ
V’T V « ^  ~  A —nh L3 V CeJÇCe A C 6 C6 \  G J\
A UT 
nh
V^pV^T -  ^V ^pV ^p] -  A (v „ T  -  ^  VMp) ( v <Ttf **> +  , (C.131)
onde como já  vimos os coeficientes Ce e Ce estão definidos na seção (C.7) do apêndice C.
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Queremos determinar agora a derivada material convectiva para o deviante do tensor 
pressão. Considerando a expressão para p<£T>W resultante da primeira iteração (2.40), temos:
£p<«->( í) =  2D[fj,V<€UT>] =  2 D fiV <eUT> + 2 p D ( V <€Ur>). (C.132)
Onde temos para Dfi a seguinte expressão:
Dft  =  t i 'D T  =  -  (C.133)
O cálculo do segundo termo da expressão (C.132) é mais sutil. Comecemos escrevendo-o 
da seguinte forma:
D(V<£Í7T>) =  D[V(£t/T) -  (C.134)
O
onde aplicamos a definição do traço de um tensor. Efetuando a derivada material no primeiro 
termo ficamos com:
D ( V <€UT>) = £>(V(££T>) -  Í A *TD { V aUa) -  (C.135)
O ô
Portanto, deveremos determinar agora as seguintes derivadas materiais: D (V ^€UT )̂ e D A tT. 
Considerando a definição para o projetor A£T (1.55) e a (C.109), obtemos:
D A €T = ( í /£VTp + £TV£p ) . (C.136)
Vejamos agora o cálculo de D(V^€UT̂ ). Para evitar futuras confusões, ao invés dos 
parênteses indicando a simetria dos dois índices, vamos utilizar um traço. Assim ficamos com 
D (V -U Z). Considerando as definições para a derivada material e para o gradiente temos que:
D(V-C/-) =  Uffda[(g£Jl -  ^ m U ^ d ^ U 7-} = Uad£-(d°Uz ) -  -^U ^d^U -D U 1-). (C. 137)
c c
Se utilizarmos a definição para a derivada covariante, como fizemos anteriormente, chegaremos 
na seguinte expressão:
DCV-UZ) =  V£-DUZ -  \ d U-DUz -  V£-UaVaUz -  \ u £-DUaVaUz. (C.138)
cl cl
A qual escrita em termos dos gradientes da temperatura, da pressão e da quadrivelocidade, e 
ainda utilizando a notação original com os parenteses, fica:
2 2
D (V ^U T)) =  ^ V (eVT)p -  ^ 2  (1 +  CG)V(£pVT)p -  V^U aV ffUr)
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nhT ( i  +  C§-) V(€TVT)p -  ± W . PV U r \ (C.139)
Substituindo agora o resultado para D A eT dado por (C.136), o resultado para D (V Í€UT">) 
dado por (C.139) e considerando ainda a (C.117) para em (C.135), e simplificando,
determinamos a derivada material para o gradiente da quadrivelocidade sem o traço, a saber:
D(V<‘UT>) = ã v<<VT>p -  ÍS F « 1 ■+ CG) + ^  ( i  +  c f )  v « r v ~ P
- V <€UaV aUr> -  -i-C/<eV£rpV<rí7T> +  ■^T U<tV T>p V 0U°. nh Znh (C.140)
Se substituirmos esse resultado para D(V<e[/T>) na (C.132) e ainda levando em conta (C.133), 
obtemos:
DpCerX 1) =  + 2/X
^6
ü lV <eVT>p + ( l  +  ^
nh nhT (1+ G )V<£TVT>P
— \-U <eV ,1pV  J J T> +  z r r U <€V T>pV \U X nh Znh (C.141)
que é a expressão final para a derivada material do deviante do tensor pressão.
Vamos escrever a seguir as expressões para os gradientes da pressão dinâmica, do fluxo de 
calor e do deviante do tensor pressão. Portanto considerando (2.38) temos,
V V 1) =  - V ^ V ^ )  =  ~  rç V ^ Í/ '* , (C.142)
onde, considerando a definição para £ utilizamos o seguinte resultado para o gradiente de 77,
V I /  =  i/V TT.
Observamos que a notação 77' corresponde à derivada de 77 em relação a C. 
Considerando a (2.39) temos
(C.143)
V/y (i)  =  a (v * T  -  =  V ^ V T  -  ^ up)  + A V ^ V T -
Considerando o gradiente de T /n h ,
T \  T
v \n h ) nh
(C P C -S G -C ) 1 _




onde h — mc2G e
obtemos a seguinte expressão para o gradiente do fluxo de calor: 
W (1) =  A(VA*VlT  - nh T  n2h?
+ i - V - 4 Í 2 +  c f ) ].nh nh V 
Analogamente temos para o gradiente sem o traço
W T V ^p .
V <#v >(1) =  A (V ^ V ^ T  -  V ^ V ^ p )  -  i y V ^ T V ^ T  +  ^ ? A V <íípVI/;nh T  n2h2
+
e para o divergente
S - x - ± ( 2 + ( % )}
.nh n h \  G J.
V ^ T V ^ p ,
W q W  = A(V“V f T  -  -  |;A ,V 'T V „ T  + ^ A V » p V „ p
X v - A  h  + r ?+
n h X n /A 2 +  ^G ').
V^TV^p.
Para o cálculo do gradiente do deviante do tensor pressão temos:
V<rp<" >(1) =  V ^ p V ^ U ^ ]  =  ~ Y ^ c T V <aUT> +  2pV<r'V<(TUT>, 
onde / i 'é a  derivada de p em relação a Ç
C.5 Coeficientes B n
32tt pa  (1 -  5GÇ - Ç 2 + G2C2)[2AT2(2C) +  C^s(2C)]
Bi = 
Bo =
3 c C3*1  (C)(3C +  20G -  13(72C -  2GC2 +  2G3C2) ’ 
327TPÍT [(2 +  C2)tf2(2C) +  5C^3(2C)]
3 c C3̂ I(C)(C +  5C?-G2C) ’
327t pa [(2 +  15Ç2)ür2(2Ç) +  Ç(3Ç2 +  49)g3(2Q] 
3 15 c C3GAT|(C)
r -  167r<7 C4 p 













16tt a C4 p
3 c K f ( C )  2’ (C.155)
Be =
167T a C4 p
15 c lQ (0  3’ (C.156)
b 7 = 1Ô7T a C4 r> 
45 êK%{C) 4’ (C.157)
Bs = 167T a Ç4 p
3 (C.158)
b 9 = 167T cr C4 p  
15 citf(C ) 6’ (C.159)
B 10 =
32ir<r C4 p 
15 c X | ( f )  7’ (C.160)
B n  =
647T £7 ( 4 p  
315 c AT|(C) 8' (C.161)
As expressões para os coeficientes Pn com (n =  1,2..., 8) estão explicitados na seção a 
seguir.
C.6 Coeficientes P n
{*2 (20 40C4 + 12G4C4 +  6C8(3C +  20G -  13G2C -  2GÇ2 +  2G3C2)2 
+164GC5 +  17C6 + 96GC -  60G3C3 +  423G2C4 +  18G2C2 -  164G3C5 +  17G4C6
-194GC3 +  35C2 -  34G2C6 + K 3( 2C)C 42C4 +  56G4C4 +  40GCÔ +  4Ç6 -  548GC5 , A/-§
-506G3C3 +  2G2C4 +  1263G2C2 -  40G3C5 +  4G4C6 + 77 +  436GC3 -  114C2 -  8G2C6] }, (C. 162)
Po = •{4^2(20C8(3C +  20G -  13G2C -  2GC2 +  2G3C2)(-C  -  5G +  G2C)
+3G2C2 +  C6 -  G2C6 +  5G3C5 -  21GC +  130GC3 -  3 -  28C2 -  50G2C4
24C4
+K3(2Ç)Ç 35C4 +  64G3C3 +  267C2 -  4GC5 -  55G2C4 +  4G3C5 + 1562GC'2M , ^3 ^5
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f t  =
+ 1 1 5 G C 3 -  3 14  -  6 2 2 G 2C2] } ,
{^2(20C8G ( 3 C  +  2 0 G  -  1 3 G 2C -  2 G C 2 +  2 G 3C2) 494C2 +  3 G C 5 -  3Ç6
- 2 8 G 2C4 +  3 G 2C6 -  9 6 G C  +  4 4 G C 3 -  4 1 C 4 -  12 2AT3(2C)C 2 a 25 0 G  %
+ 3 4 G C  -  5C2 +  1 7 G C 3 -  1 1 C 4 +  2 G 2C4 +  76 3] j ,
f t  =
e8( - e - 5 G + G 2e)2{ ^ 2(20 -  1 2 G C 5 -  2 4 G C  +  822C2 +  63C4 +  12
- 3 1 6 G C a +  3 0 G 2C4 +  4 G 2C2 2 ^ 3(2oe 4 9 G 2e 2 -  5 4 G C 3 -  4 9 4 G C
+ 3 C 4 +  196 C 2 +  1 2 3 7  +  3 G 2C4] } ,
f t  =
e8( - e  -  5G + g 2o 2
{ * 2(20 -  2 G C  +  2 G 2e 2 -  1 2 G C  +  9C2 +  6
+^3(2C)C
1
-  1 4 G C  +  e 2 +  G 2e  +  3 7 }•
<8G (-Ç -5 G  +  G2C)
{ 2* 2(20 5 G C 3 -  6 G C  +  6 -  28C2 -  C4
Pp. =
+AT3(2e)e[2G e3 -  19C2 +  2 6 G C  -  166 j ,
_  AT2(2C)(-6 +  13Ç2) +  ftf3(2C)C(43 +  2Ç2)
7 4G2e8










C.7 Coeficientes C n
C5 = 3C + 20G -  13G2C -  2GC2 + 2<?3C2, C6 =  1 -  5GC -  C2 + G2Ç2, (C.172)
C.8 Determinação das Equações de Burnett para o Caso 
Não-Relativístico
Mostraremos, nesta seção, como encontramos as equações de Burnett não-relativísticas a 
partir das expressões relativísticas (2.148) e (2.160).
Vimos que a quadrivelocidade UA na forma contravariante e covariante pode ser decomposta 
segundo uma parte temporal e outra espacial, em um referencial qualquer, como:
Consideremos o primeiro termo da equação de Burnett relativística (2.48) para o fluxo de 
calor, isto é, A(V/iT — ^-V^p). Aplicando as definições (1.55) e (1.66), temos:
CV =  C +  3G -  G2C, Cs =  C + 4G -  G2C, C9 = C +  5G -  G2C (C.173)
Cl0 = C +  QG -  G2C, Cn = G2C2 -  5G2 -  5GÇ -  C2. (C. 174)
C12 =  30G +  5C -  45G2C -  19GC2 +  9G3C2 -  2Ç3 +  2G2C3. (C.175)
(C.176)
as quais, quando u C  c podem ser aproximadas por:
(C.177)
(C.178)
Fazendo n  =  0 em (C.178) encontramos que:
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V°T =  g0u—  -  —UQUV—  =  o00—  -  ——  -  ——  ~  0 fC 179)9 dxv c2 ôx*' 9 dx° c2 dx° c d x i ~  ’ (0.179)
onde consideramos que para o tensor métrico g00 = 1, g0i = 0 e gü = - 1  com i =  1,2,3, isto é,
somente os termos da diagonal principal são diferentes de zero, a (C. 177) para as velocidades,
e ainda o fato que que v c no caso clássico.
Considerando agora g =  i, temos:
V*T = giu—  -  —UiUv—  =  gij—  -  — —  -  ^  ~  aij—  ( —  -  (C 180)
dxv c2 dxv dxj c dx0 c2 dxj d x j \d x j  dxi ) '‘ ’
nesse caso e nos demais que serão analisados a seguir consideramos a seguintes relações para as 
componentes do gradiente contravariante e covariante:
^  £  =  ( £ • * ) ■  * • ■ £ “ ( £ * • - * ) •  (C181)
onde V é o gradiente usual.
Vamos determinar agora a expressão não-relativística para o coeficiente T / nh :
T  T  1 0, (C.182)
nh nmc?G nkGC,
pois no caso não-relativístico, como já vimos £ »  1. Desta forma, o primeiro termo da equação 
de Burnett relativística fica:
(C183)
Para o segundo termo da (2.48), isto é, AiVt VmI7#í, temos que calcular a expressão não- 
relativística para o gradiente do divergente da quadrivelocidade. Assim, aplicando as mesmas 
regras utilizadas para o cálculo de V ßT, temos para o divergente da quadrivelocidade:
V„EP =  (ífc, -  f ^ .  (C.184)
Observa-se que para g =  0, temos V0Í70 =  0, pois dc/dxv =  0. E para g = j  ficamos com:
<C185)
onde utilizamos (C. 181).
Se tomarmos agora, o gradiente desse divergente, obtemos:
VTV#Í17Í1 =  = - f - a  • (C.186)dxl V dx1)  dxldxi
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A expressão não-relativística do coeficiente Ài é obtido, ao considerarmos somente o 
primeiro termo da expansão (2.85). Assim
375 kT  15 M2 ,
Ai =  jt t x -------- =  — — , (C.187)4096 mra 4 p
onde o expressamos em termos da viscosidade de cisalhamento p, dada por:
5 m kT
Í ‘ = 3 2 V 1 ^ - ’  ( C 1 8 8 )
isto é, o primeiro termo da expansão (2.109). Reunindo então os resultados (C.186) e (C.187), 
obtemos a expressão não-relativística para o segundo termo da equação de Burnett relativística 
para o fluxo de calor, a saber:
A (C. 189)
Seguindo o mesmo raciocínio desenvolvido para a obtenção das expressões não-relativísticas 
para os dois termos acima, podemos encontrar os demais termos da equação de Burnett rela­
tivística para o fluxo de calor. Para não nos tornarmos repetitivos apresentaremos somente os 
resultados finais para cada um deles, assim:
.  3- Termo = ->
.  4* Termo =  „V“ -+
• 5- Termo = —À4VTpV/íf/#i —> 0,
•  6£ Termo =  A5V£rp V < ^ r> - 3
• 8- Termo =  A7V<TpV^Í7Tl —> 0,
• 9a Termo =  -A  8V,TV^C/T] 
onde nos termos acima temos que
B < i í > = K S  -  (C190)
e ainda p =  nm . Para todos os coeficientes, consideramos os primeiros termos para as suas 
expansões quando C »  1, de acordo com os resultados encontrados na seção (2.7).
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Vamos agora obter as expressões não-relativísticas para os termos da equação de Burnett 
para o deviante do tensor pressão (2.50). Para obtermos o primeiro termo, isto é, 2/iV<£f/T>, 
precisamos calcular o deviante do gradiente da velocidade V<£C/T>. Inicialmente temos:
V<£C/T> = i  ( v €UT + VTí/£ -  |A £TVaí/Q) , (C.191)
onde aplicamos a definição da parte sem o traço de um tensor, isto é, a sua parte simétrica 
menos o traço. Para o projetor A£T podemos verificar facilmente que, A00 ~  0 e A ij ~  gij. E, 
para o gradiente da quadrivelocidade temos:
(C. 192)
Verifica-se que para e =  0 e r  =  0 tem-se V°U° =  0; e =  0 e r  =  j ,  V°£/; =  0 e para e =  i e 
r  =  0, V lU° =  0. E que, para e =  i e t = j  obtemos:
/  • 1 \  d U * * dv-i
=  (C. 193)
Desta maneira, considerando esses resultados e ainda (C. 184) encontramos para (C. 191) a 
seguinte expressão:
V<W > s  D<«> =  1 (C.194)
E assim, o primeiro termo da equação de Burnett relativística para o deviante do tensor 
pressão é fica:
2/A7<£t/T> =  2 n (p M  -  \ g ij^ k ) • (C.195)
Analogamente, podemos obter os demais termos. A seguir, listamos os resultados obtidos 
para cada um deles:
.  V  Termo =  ^ V < -V ’>T -> 3 £ 55^ ,
.  3* Termo =  - 2K V « V > P -> - g s á f e .
.  42 Termo =  WV « T V '> T  -+
.  5* Termo = ptV « p V r>p -> 2£ 3^ 5^ ,
.  64 Termo = -p ^ < 'p V -> T  - r  - 2 ^ ^ - ^ ,
.  74 Termo =  -> - i f
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• 8£ Termo =  -/x7V <ei7r>Vírí7<T ->•
P C/Xj ̂  C/Xck
.  9* Termo = ->
.  10  ̂Termo =  ^ V < ‘V”V , V ^  -> - 2 $ ^ ^ ,
onde expressamos todos os termos em função de /j . Observamos mais uma vez que utilizamos 
os primeiros termos das expansões obtidas para cada um dos coeficientes acima, no caso Ç 1, 
obtidos na seção (2.7).
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Apêndice D
Deduções Relativas ao Capítulo 3
D .l Relações para p i  e vul e I T
Mostraremos nesta seção, como obtivemos as relações de transformação para a temperatura 
Tl , pressão hidrostática Pl , pressão dinâmica w L e I T.
Vamos, inicialmente, obter a relação de transformação para a temperatura. Para tanto 
comparemos os coeficientes do produto UtlUv que aparecem em ambos os membros da expressão 
(3.15) e dados por:
Substituindo a relação de transformação para n^, dada por (3.11) e simplificando obtemos a 
seguinte expressão de transformação para a energia interna por partícula:
Mas de acordo com a definição para a entalpia por partícula (1.81) podemos escrever para 




onde £ =  mc2/kT .
Com esta consideração temos para (D.2):
(D.4)
Vamos agora expandir a função G(Ç) em torno de £ em séries de Taylor, isto é,
G (C ) «  G d t )  +  G 'd í ) ( C -  í) +  g<?'í(Ç )(C  -  í )2 + . . . (D.5)
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Desprezando o termo proporcional a ( C ~  £)2 e os termos de ordem superiores a esse, ficamos 
com a seguinte expressão:
G!(c )« G fL ( e ) + ^ ( e ) ( c - o  =  ^ ( e )  + G l -  \ g l -  1 (C  -  0 , (D.6)
onde utilizamos G'L — G \ — 5Gl /Ç — 1- Considerando a expansão (D.6) e as definições Ç = 
mc2/k T  e £ =  mc2/kT^, a (D.4) pode ser escrita da seguinte maneira:
5
tG l - Í G i - l
mc2 Ar r  + kTL Att
=  <D'7>ãTx, T  mc2 Tl 2n2c2 \  
onde utilizamos a seguinte notação A tt = Tl - T .  Resolvendo (D.7) para A rr, ficamos com
T  (GlÇ + 1)
A tt  2n2c2 (1 -  5Gl £ -  5G2LÇ2 -  £2)
Finalmente, escrevendo para Tl chegamos no resultado:
/% ■
= r ( i  + ( G i í + l ) r
(D.8)
(D.9)
2n2c2 (1 -  5Gt Ç -  5 G |í2 -  Ç2) 
que é a relação de transformação para a temperatura. Notemos que em uma teoria linear o 
último termo não existe.
Após encontrarmos a expressão para a temperatura Tl, podemos determinar a relação 
para a pressão hidrostática Pl, a qual é definida na decomposição de Landau e Lifshitz como 
P l  — nLkTL, portanto basta substituir as relações para nL dada por (3.11) e TL e ficamos com 
o seguinte resultado:
£(£ +  -  GlOi I A sls T yjyjL —yJLS) Tar m 1fli
P L - P [ 1 +  2 n 2 c2  (1  _  5 G l ç  _  +  G 2 ^  I  I a J • ( • 0 )
Para encontrarmos a relação para a pressão dinâmica nas duas decomposições, devemos 
comparar os termos em A^" na expressão (3.15). Desta maneira temos a identidade:
p  +  w  =  p L  +  t o  l  + 3 n2c2nLhLI aIa-
(D .ll)
Portanto, substituindo as expressões para h l , P l  e H l , dadas respectivamente por (3.11), 
(D.10) e a (3.20), obtemos:
m  (3g +  20Gl -  13Gfc -  2GLÇ2 +  2G |e2) ra r 
WL ~ W -  ( 1 - 5  GLÇ - e  + G te2)n
(D.12)
A relação para I T pode ser obtida comparando-se os termos em U<tJ,qu> na expressão (3.15), 
isto é,
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\ u < ^ >  =  2nLa (vOL + T lLh^ U «*!^ ,
de onde obtemos que:
^ =~^(roi+ n ^ y = -At( i+ ^ r L^ y -
Ou, escrevendo para ficamos com:
D.2 A Velocidade Adiabática do Som
A velocidade adiabática do som, como está definida na seção (4.2) do capítulo 4, o qual 





_  / í t r c pc2y / 2 
\  k ,  /  ’ (D.16)
onde Cy é cp são as capacidades caloríficas a volume constante e a pressão constante respecti­
vamente e são definidas por:
c  =  (  £ L )  ,  =  ( £ 1 )
v \ d r J v’ ^  \ d T )  p
Os valores em equilíbrio para a energia interna ei e para a entalpia hi, são:
Hl =  mc2Gz,, =  roc2 G i(f) -  j
(D.17)
(D.18)
onde Gi($) =  K3(£)/K2(Ç). Desta forma, fazendo as respectivas derivadas encontramos que:
=  + cp = k e ( l  + 5 ~ - a í j .  (D.19)
Substituindo as expressões encontradas para a entalpia por partícula h t  e para as ca­
pacidades caloríficas cp e cv, chegamos na seguinte expressão para a velocidade adiabática do 
som:
v, =
£2 +  5Gl Ç -  G i e  kTL





Considerando a derivada covariante
du = ^ U LvDL +  VLí/) (D.21)
obtemos o seguinte resultado para a derivada d̂ T̂ a:
dcT ^  =  (CL1DLnL +  nLDLCLl +  w LDLCL2 + CL2DLw L)U£Ul +  {nLCL1 + CL2w L)(U£DLUvL 
+ U £ D lU £ )  + -  (m 2DLrtL — C \ D lt i l  -  u l D l C l x  — C l 2D l w l  — w l D l C l ^ J  {(?g,iv + 2U jV l )
+1 (nLm2 -  nLCL1 -  CL2zaL^ (U£DLUUL + UULDLU£) -  ^  ( õ 3LDLhL +  hLDLC3L) (U£IV +  UVLF )
- \ h LCLZ{VlDLr  +  UIDl P  +  g ^ U M « )  +  6m(CL3DLGL +  GlDlClz){U£F +  UVLF )
C
+ ( m 2 +  6mGLCL,)(UlDLF  + IUDLU£ +  U£DLI“ +  I“DLU£ + ^V£VlUu DLIa)
+ ptv'>Dl Cu  + ± C U (c2£ i p£'“'> +  U ^ U I D l p I ^  +  U£Uu,DLp tm>)
^  í
+(tilCli +  Cl2zül)Ul U1V l<jU1 +  — \m 2V  lo^ l — LoP li — ClxS  LoF l + Gl2V  lo&l
-*>lVlcCu )  (gmUi + ?"V£) + j  ( nLm•} -  nLCL1 -  CL2wL̂ j (g“"VLaU£ +  g^ V u V l
+gw VJJ£) -  (CutVLohL +  h tV ^ C U s r r  + gmI“ + g ^ n  
-h íC u iV tl"  +  VII“ +  g ^ V ^ n  
+ ( m 2 +  <imGLc Ll)(u£U£vLür  +  u“Lr v  h„\rL +  u“i ° v L,u t  + i r i “v u u i 
+ V ír/VL,U'[) +  6m(CL3VLaGL + GLVíaCí3)U£U£I‘ + V ^ C u ip i^ U l + p£m>U“)
+Cu(VL<J>tw>UÍ + pT ^ V lJJÍ +  UtVuJpfT* + p f r >VLJJ£ +  p f ^ V u.U£). ( D . 2 2 )
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Apêndice E
Deduções Relativas ao Capítulo 4
E .l Sistemas de Equações para Cinco Campos
Nesta seção vamos mostrar com detalhes como obtivemos o sistema de equações (4.17) a 
(4.20), referente às equações de Navier-Stokes e Fourier e o sistema de equações composto por
(4.43), (4.44) e (4.45) referente às equações de Burnett linearizadas.
Substituindo as equações de Navier-Stokes e Fourier, dadas por (4.12) nas equações de
balanço (4.13), (4.14) e (4.15), resulta:
Dn + n V flUll = 0, (E.l)
nDe + pV^Up +  V„[A(V^T -  ̂ V ^ p )]  =  0, (E.2)
7 1 r j i
^ D U ** -  V^p +  V fí(r)V uUu) +  2VI/(pV<#í[/I/>) +  - ^ [ A f V T  -  - V " p ) ]  =  0. (E.3)
Cr cr nn
As ondas harmônicas planas longitudinais de pequena amplitude são definidas por:
n =  no +  nexp[i(/c • x — ut)] =  no -I- nexpj^/cn*#1 — cvt)], (E-4)
T  = To+ T  exp[í(/c • x — ut)\ =To + T  exp[i(/cnV — ui)], (E.5)
=  (c, v exp[i(/í • x — u t)]) =  (c, v exp^/cn*^ — u t )]), (E.6)
com k =  «n, onde n é um vetor unitário na direção de propagação da onda (devemos ter o 
cuidado para não confundir com a densidade do número de partículas, também representado 
por n) e ainda as amplitudes n, T  e v são consideradas pequenas de tal forma que os seus 
produtos podem ser desprezados.
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Como os operadores derivada material e gradiente, em componentes, são dados respectiva­
mente por:
V * = ( ^ - i ^ V ) 3 „ = ( o , - J - )  e V „ = ( 0 , A ) ,  ( E . 7 )
então, considerando (E.4) e (E.6), obtemos
õti
Dn =  —  =  — iuonexp[i{Knlx l — cuí)], (E.8)
dU1
V t r  =  -Q-r =  ÍK.8ijn3v% exp[í(/cnV — cot)], (E.9)
pois VpU1* =  (0, ViC/*), onde i — 1,2,3.
Levando-se em conta os resultados (E.8) e (E.9), a equação de balanço (E.l) pode ser 
escrita como:
con — noKV\\ =  0, (E.10)
onde ü|| =  ôijnPv1 é a componente longitudinal da amplitude da velocidade, e termos em que
aparecem produtos de duas ou mais amplitudes foram desprezados.
Seja agora a equação de balanço (E.2). Vamos precisar escrever em termos das amplitudes 
n, ü|| e T  e em componentes, as quantidades De, V^V^T e V^V^p. Assim, considerando (E.4) 
e a (E.5) mais as expressões (E.7) para as derivadas, obtemos:
D e = ^  = =  =  - * ^ wexp [i(KniXl -  cot)], (E .ll)
onde utilizamos a definição (de/dT ) =  cv para a capacidade calorífica por partícula a volume
constante. O índice zero que aparece em c° e que vai aparecer em todas as grandezas ter­
modinâmicas daqui para a frente, vai indicar que estamos considerando o estado de referência 
em que T = To e n = tiq. E ainda temos que:
(PT - ■
VjV*T = — , . .  . =  k2T  exp[i(«nV -  wí)], (E.12)
oxloxl
VjVlp =  — djP — K2(nkTo +  Tnok) exp[i(/cnV -  cot)], (E.13)
dx%dx%
onde consideramos que p =  nkT.
Portanto, levando em conta os resultados (E .ll), (E.12), (E.13) e ainda (E.9), a equação
de balanço (E.2) se reduz à seguinte expressão em termos das amplitudes:
kT 2
—i \ o— r~/c2n — nokToKV\\ +  
n0ho
nocloj +  iXoK2^ -  T  =  0. (E.14)
ho.
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Para chegarmos a esse resultado consideramos a definição h =  e +  p /n  para a entalpia por 
partícula.
Finalmente, para a equação de campo (E.3), vamos precisar encontrar as expressões para 
DU*1, V tJ‘(V l/Uv), V„(V</iC/I/>), D(VMT) e Z^V^p) em termos das amplitudes e em compo­
nentes. Assim, da (E.6) e (E.7), temos que:
dU*
D U l =  =  — iuv1 exp^ftn 1̂ 1 — tuí)], (E.15)
=  K2 S k in kn lv l e x p ^ / c n 1# 1 — u t ) ] ,  (E.16)
-fPniri’v1 explifan'x1 — u>t)], (E.17)
O
onde — — 1 se i =  j  e zero se i ^  j  e ainda levamos em conta o resultado:
dUl
dxi
—ittn’v1 exp[i(KniXl — cut)]. (E.18)
As derivadas temporais para os gradientes da temperatura e pressão são dadas por:
D(VJT) =  — 77- ( 77- ^  =  —KuTn’ exp[i(Knlx l — ut)], (E.19)
ot \o x 3)
DC7jp) =  - £ - ( =  -K uni(kT0n + nQkT) exp[i(/c7ii:ri — ut)], (E.20)
ot \ox3 J
onde novamente utilizamos que p =  nkT.
Desta forma, considerando os resultados (E.15) a (E.20), que multiplicados escalarmente 
por m7 chegamos ao seguinte resultado:
'n0h0 .(  4,À0 kTn— kToK + 1— — KüJ 
c2 n0n0
n + c2 '-co + i(p o + -P o^k‘ V|l
n^kn + í ^ - ^ - üjk T  =  0. (E.21)
c2 h0
Reunindo, agora, os resultados (E.10), (E.14) e (E.21), ficamos com o seguinte sistema:
um — Uqkv\\ =  0, (E.22)
-iX0^ ^ - K 2n -  nokToKVn +  [n0c°u +  íá0k2^-]T  =  0, (E.23)
n 0/io no
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-Lü + i(rjo + Â*0) « 2 V,|
UokK +
c2 ho
T  = 0. (E.24)
que são as equações (4.17), (4.19) e (4.20) que queríamos determinar.




üJ +  iflQK =  0, (E.25)
que é a equação (4.20) para a componente transversal da amplitude da velocidade e onde 
utilizamos a notação v± = n x v
Para a determinação do sistema (E.22), (E.23) e (E.24), e de todos os sistemas referentes 
a propagação de ondas relativos ao capítulo 4, devemos adimensionalizar cada equação , para 
tanto precisaremos conhecer a velocidade adiabática do som no gás. Ela é definida da seguinte 
maneira:
(kT 0c y y  /T ,
' ' « = U r j  ■ ( E -26)
que ao ser expandida no caso £ »  1, isto é, no limite não relativístico, toma a seguinte forma:
* = (I^To i - ! Í 2 t  +  . . .4 mc2 (E.27)
Para chegarmos nessa expressão, tivemos que expandir a entalpia e as capacidades caloríficas 
a volume e pressão constantes, para o caso de baixas temperaturas. O resultado para estas 
expansões é:
h =  mc2 +  - k T  +




cv — - k  + —------« +  •••2 4 mc2
5, 5 k2T
Cp =  —k — —— T +  ...
2 3 mc2
(E.29)
onde utilizamos a expansão (B .ll) do apêndice B, para a função de Bessel e ainda as expressões 
para h e e dadas por (1.98) e (A.45), com Cp e Cp definidas respectivamente por:




A expansão da (4.24) para o caso onde £ 1, ou o caso ultra-relativístico, é:
c
(E.32)vo = “ /=
e =  3&T, h\s = 4kT, (E.33)
nesse caso fizemos uso da expansão (B.12) para a função de Bessel. Ressaltamos que utilizare­
mos esses resultados ao longo de todo este capítulo.
Vamos agora mostrar como chegamos ao sistema de equações composta por (4.43), (4.44) 
e (4.45), que se referem à propagação de ondas harmônicas planas, para cinco campos e con­
siderando as equações de Burnett linearizadas.
Muitos dos resultados encontrados acima vão ser novamente utilizados aqui. Assim, vamos 
em primeiro lugar substituir as equações de Burnett linearizadas e dadas por (4.87), (4.41) e 
(4.42) nas equações de campo (4.13), (4.14) e (4.15) para encontrarmos o seguinte conjunto de 
equações:
A equação (E.34), em termos das amplitudes, já  foi obtida nessa seção e é dada por (E. 10). 
As expressões para DUfi, V^p, V ^ V ^ ) ,  V v(V <IÂUv>), D(W*T) e D(V^p) em termos das
Dn +  =  0 (E.34)
~ DUM -  V^p +  r]oW(Vl/Uu) ~ ViV ^ V ^ r )  -  ífe V ^ V ^ p ) + 2poVv(V<'iC/'/>)
Cr
+ P iV I/(V < ^ V I/>T ) - H ^ V ^ V ^ V ^ p )  +  ^ | a0 [e >(V^T) -  ^ ( V ^ p )
+ \1D (W V aUa) +  A a - D ^ V ^ l ^ ) }  =  0, 
nDe +  pVMCP +  Aoív^V^T) -  ^ V ^ V ^ p )]  +  A ^ V ^ V ^ )
(E.35)
+A2V#i(V£rV<<Tt/#i>) =  0. (E.36)
164
amplitudes e componentes, que aparecem na equação (E.35), também já foram encontradas na 
seção (E.l). Em termos das soluções (E.4) e (E.5), e considerando (E.7) encontramos que:
VJ'(VjV*T) =  —ík?v?ToT  exp [í (kti1x1 — u>í)]}, (E.37)
V7’(V*V*p) =  —ÍK3nPnokTo(n +  T ) exp[i(«n*a;* — wí)]}, (E.38)
onde levamos em conta os resultados para VjV*T e VjV*p dados respectivamente por (E.12) e 
(E.13).
Vamos agora determinar as expressões para V1/(V<A‘Ví/>r )  e VI/(V</iVI/>p) em termos 
das amplitudes e que estão relacionadas aos coeficientes fii e ^2- Para tanto vamos precisar 
conhecer a expressão para V <ÍVJ>T, que pode ser escrita como:
V<iv j>T =  V*VJ'T -  -ô ijWkV kT. (E.39)
3
Cconsiderando a seguinte expressão:
d2T
V*VJT =  — — =  - / í 2T0T n V  exp[*(/cnV -  ut)], (E.40)
Cs X  2 ( /  X j
e a (E. 12), temos que:
V<iv J>T = —/c2T0T ( n V  -  exp[i(«nV -  wí)]. (E.41)
Desta forma, considerando esse resultado, encontramos:
V ^ V ^ V ^ T ) =  - p K ZT0Tnj exp[i(«nV -  ut)], (E.42)
V iíV ^ V ^ p ) =  — r̂ÍKZ{n + T^okTonP ex p ^ /m V  — cui)]. (E.43)
O
Vejamos agora as expressões para D(VAtV(rf/0') e D (V aV <cUa>). Para tanto, deveremos 
aqui simplesmente calcular a derivada temporal das expressões (E.16) e (E.17), obtendo o 
seguinte resultado:
D (y j V ffi r )  =  -ÍK 2uv0nj 6iknivk exp[*(«nV -  ut)], (E.44)
D (V kV <kUj>) =  — i^K2uvQ8iknkntViex.-p[i(K'ríxt — ut)]. (E.45)
ó
Reunindo agora todos esses resultados e multiplicando a expressão resultante escalarmente 
por r i j ,  encontramos a seguinte forma para a equação de balanço (E.35), em termos das ampli­
tudes:
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, _  .Ao k,T2u)K , /  2 V
— n0kT0K + 1— —  n0kT0K 7̂72 -  - / /2J n + n0v0h0Cü + zi (no + Vo KT
•̂2 / 2 \ * " ^ g
+ ^ 2 u°w ^ i  +  2A2J tí|| +  — nokToK — í -j -^ T qüjk — ToK3(rii +  n ^ k ^ )
2 , .
+ - «  T0(/z 1 +  A:n0/z2) T =  0. (E.46)
Vamos agora escrever a equação (E.36) em termos das amplitudes. Novamente obser­
vamos que quase todos os gradientes encontram-se calculados na seção (E.l) e que devemos 
simplesmente calcular Víi(VMV<rí7CT) e V/í(V<rV <<Tt//i>). Assim obtemos:
=  ivoi^ôijT^v^ exp[i(Knlxl — wt)], (E.47)
V ^ V ^ Í / ^ )  =  i - ^ v o S i jn ^  exp[t(/cnV -  cot)},ó (E.48)
onde mais uma vez utilizamos os resultados dados por (E.16) e (E.17). Desta forma, reunindo 
esses resultados e substituindo na equação (E.36) obtemos:
h0
—i\o -^ -K 2n — nokToVQK +  /c3 ^Ai +  — A2 ̂  Vq Ü|| + CyfloTQUI -(- Í\qK?T()-£- iZq . T  = 0. (E.49)
Reunindo os resultados (E. 10), (E.46), e (E.49), encontramos o seguinte sistema:
riQum — UqVqkv\\ =  0, (E.50)
irr, .XokTnUJK ■>( 2 V
-  n0kT0K + 1- 2 —^ nokToKr (^2 -  ~n2J n +
n0v0ho f  4 \
— —— üj +  i (j7o +  gMO J v 0 k
V|| + -  nokT0K -  í - t — Tquk -  T0kz(t)i + n0kr)2) cl ho
2
+—K3To(fj,i + kriofo) f  =  0, (E.51)
■ X  2 --Z Ao -r^-KTl— 
ho
nokToVQK +  kz ^Ai -I- — A2̂ t>oj ̂ || + ĉ tiqToU} 4- iá0k2T0 7— 
«0
T =  0. (E.52)
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Vamos agora escrever o sistema acima na forma adimensional. Para tanto, deveremos 
dividir a equação (E.50) por nou, a equação (E.51) por n^kToco/ vq e a terceira (E.52) por 
nokTou, e encontramos o seguinte resultado:
n -  rwii =  0, (E.53)
[ _ r  +  i r A o m 2c 4 1 c °V r 3 C m c 2c £ / ■ 2 n*W
CMo OIO Re (P Re2 H f ho  cg l 772: 3 M2J
Tl - h \ & + i ( £  + i )
.cg \Ho 3 /
mc2 T2 cg 
h0 R ed g
+
V 1 3 2) Ho2 Re2 hl VcgJ . ®|| +
- T - i . Aq 6q T mc2 c°
Ho ho Re hQ cg ~  (Vi +  V2 )
r3 c mc2 Cp
Ho Re2 h0 cg
2 , T3 mc2 C Cp
+ 3 (M,+M2)5 ? l r í j 2 ^ T  = 0, (E.54)
.Aí T2 mc2 
- » - r — — — h +Ho Re ho
T3 /  2 \
[ - r - í ? ( A; + 3A0
C mc2 cg' Ü|| + Cy ^Aq e0 Ç p2 
. k Hoho Rc .
T  = 0, (E.55)Re2 ho cg.




kTQVo, K  -  CÂ.Ao, H*o kTo» 0 , rfi ~k V1 , V2 -
n0o
k -V2,
_ n 0o\  . . * _ no<r2 ..
Ai — Ai, A2 — A2, Hi — k Mi) M2 — ri0OH2,
(E.56)
(E.57)
sendo que as expressões para todos esses coeficientes estão definidos na seção (2.7) do capítulo 
2 .
E.2 O Sistema de Equações para Quatorze Campos
Para encontrarmos o sistema de equações referente à propagação de ondas, considerando 
quatorze campos, devemos inicialmente substituir as soluções (4.54), (4.55) e (4.56) nas equações 
de campo linearizadas (4.57) até (4.62). A seguir deveremos efetuar todas as derivadas, lem­
brando que o movimento está sendo considerado somente ao longo da direção do eixo x. Assim, 
para a equação (4.57), que já  foi obtida na seção anterior e dada por (E. 10), temos:
onde
am — noKV =  0. (E.58)
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dU
V%Ui =  =  müexp[z(A::r — ut)]. (E.59)
Neste caso somente vamos considerar a componente longitudinal para a propagação destas 
ondas.
Para a equação (4.58), podemos utilizar a expressão para DU** dada por (E.15) com i = x. 
Para o gradiente da pressão =  (0, V*p) temos:
&TikT —
=  —ÍK(kTofi +  nokT) exp[i(kx — ut)]. (E.60)
E para os gradientes — (0, V*tu) e V vp<tu/> =  (0, Vip<i-?>), temos:
dw
V lw  =  — =  — íkP  exp[i(kx — wt)], (E.61)
Q'd<'xx*> _
^iP <%3> =  —----- =  í/ci?exp[í(fex — ut)]. (E.62)
ox
Para a derivada material do fluxo de calor temos:
daxDq% =  — =  —iuQ exp\i(kx — cuí)l. (E.63)
ot
Reunindo os resultados acima obtemos a seguinte expressão para a equação de campo 
(4.58):
—KkTofi -I- n~~~-uv — KUokT — kP  -t- \ u Q  — kR  =  0. (E.64)
c c1
Para a equação (4.59) obtemos a seguinte expressão:
—nokToKv + tiqcIuT  — kQ =  0, (E.65)
onde utilizamos (E. 11) e (E.15) e ainda o seguinte gradiente:
Vj#1 =  =  íkQ exp[i(kx — wt)]. (E.66)
ox
Analogamente, obtemos para as equações (4.60) e (4.61) as seguintes expressões:
\{ m 2 + C\)un -  ^ ( m 2 +  5Cx)kv -  ^ n o u C t f  + \ c 2u P
2 6 2,1 Q 2
+ ^ C 3kQ + Â b xP  =  0, (E.67)
c2 c2
-%-K,{m2 -  C\)n -  ^-/cJ-noCÍT -  ^-n0(m2 +  5Ci)wv +  kC2P  
6 o lo o u
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+(5C3u; +  iB%)Q +  <?kCí R  =  0. (E.68)
Na equação (4.62) vamos precisar dos resultados abaixo:
Dp<%i> =  — iuRexp[i(kx — wt)], (E.69)
V<V > =  “ ( ^  “  \ % r )  = -|»«0exp[t(fc® -  wt)], (E.70)
. . 1 f)TTx \ 2
V<,c/I> = "  ( & r  ~  s ã r ) =  _ 3, 'tS exp[i(fct ~  (E-71)
Desta forma, considerando as expressões acima, a (4.62) fica:
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